Capitolul 1

Algebrﬁ

1.1 Multimi, functii. Functia de gradul al doilea

11A Inlocuim variabila z = o= (r+y) in egalitatea 2zy — 2t = g =
|rlf{=‘-+,',f)]’=g-32‘9'1'2_2“1'"""“3—gﬂu(iuu)ti—(r‘r-rz}::‘;x59
vem solutie unicA dack a® —0=0,a =23 deciz=y='3-14 500
124 candiyﬁiiiogim} :6. .r(zt}; =3n, 7(3) = 050 seri peatra f = a»-mx'u
X% og =6, 201 -+ 403 = —6, 301 + %a3 = —6 i rezultii g — =1
[ 65K + X°. S
134 Se serie {3z +19)! = (\f:‘+7+ I+2)l$iseohﬁue (z+ 100 =

4(#2 497 + 14), 82" + 162 — 44 = 0 cu ridscinile 7,
=; =9 este solutie in domeniul D : 2 > -7,

1.4A Ecusiia = dr = 3Vri—dr +20 - 10 se poate scrie z* — da
50 = 3v/2%— 4z + 20 + 10 5i cu notatia ~ & +20 =t t > 0, devine
A _ 3¢ — 10 = 0 cu ridicinile t) = 5, tg = -2 solutie este numai ;l =G 4o
V.m,dnci:’ —dr—S=0cuzy=-1, 0. =%

1.5A Pentru ecuatiile 22 + pr+1=0,22 + 2 4 p = 0, notand rédicinile
o 7y, g Tespectiv i, ¢, conditia din enunt se serie 23+ 23 = (2424 (ah)?
deci (a1 +x9)° — 2172 = (2] +xh)?— 22} 1) sau folosing relatiile lui Vietzt.e:
stm=—pora=1 Hitah ==l it =pse obfine p? —2 =1 - 2p,
’3_2?_. 3= E}lru sollluuie n 1—- 1, pp=-3.

=% m= -.?; numai

! 1
1.64 Ecuan: T +1 | ‘.,-_ﬂ = Ei sy 0,z ¢ R\ {-4,-3,—1,0) se
Y 2r + 4 3 =
ate scrie s o e = 0, de (224 4)22% + 82 4.9] = 0
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cu riidécinile £1 =2 2g3= -2z ‘/g

.7A Condigta din enunt, 71 < 9 < 7 pentru ecuatia azd 4 g
1.TA ifia 1 i asqm_z)z“‘(m—l}[,:f_‘-%

di A >0, af(2) <Ounded= 7 | o) m g =
(m—1)}f(2) = (m— 1)[‘“";;;3;5 (0‘1)2_) +m—d] = (m 1‘1,,1()”11‘

A=dm >0, (m=1m< ;
1.8A Notand ¥E—1 = f, ecusiiz ga=1-2 =1 s sariggdi 4

4 =01 ::].,Sgs—lﬂ?

2
Altfel: 5’:—1!3—\‘/2_1753'/;:7[(6’5——-}—) =g
1.;A Cfu condifia = = 8 ecusiid Jr=B+vVZz—2 = mk%

z—Bjlx—2 :Ud&&‘i:ﬂf-
x‘gidinx+v"zﬁ—22+ 1 =1=3|"'—1|-.;

1.10A Pentru 2z—1 2 0,
deci z € [%, IJ.
1.11A Sistemul

~z4)

T L S
= 1 =7 v = T—
Tr nFp ETT MEP TP mpgtE
+ll'! n+p 3tz _mirP 3+y=m+r¢T? D:m!
Tyz mp ' Ty mn. e e
e i g il D i gl
g 1 _ 17 - = —+—. Adunind toaps
nopay ¥ 19 {nglrz & LR : :
i I  pdemde — = — =y 1D
Ty yzxzmﬂr-" u= rz n' oy T Cy
yr=m rz=n,TY =7 Prin inmulirea tuturor rezultd (zyz)? et P
/TP N P

— =t

L e
Yz = +,/MAp dsd::i-—;—,y—: =~
1,124 Prin adunarea tuturor relagiilor o+y+= = d y+:4+t=aq, Hzay
t+z+y = cobfinem z+y+2+t= E(n+b+c+d] de unde scizing Pe fiae i

3 115 1 e ikt
raztﬂti:=§(—-20+b+c+d}.y—§[n Ztotd), z= E{"”‘*Ecwr

=

tzé{aéb—l-c—Bd}‘

1.13A Bgalittile z +y+2 =14 £°+° + 3" =98 ne dou x4 24 ¢

{x+y+z)’—f:’+y2+f2J=4g b=
2

1.34A Dack flx)=22-3 § gz} =3x-2 A= {z|f(z)g(z) 54

B = {s1/(x)/a(z) > 0) atunci BC A deoarece z = § & A, dur {g "

115A A= {z e R* -z > 12}, B={reRiziz-2) 538} ¢

[zeERZP—2-250 % ACBNC: A= (~00,-3) U (4,) Bo

(=00,~2)U(4,0), € = (~o0,~)U@). ACBCC=BneE,

1164 z—1[-3fz+l| =E=zefizS =1= —a4l=d(-a~1) =6,z o
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cpgl=—a+1-8+1)=6 =3

;l's'dm.f”l Bl<z=a-1-36+n=s,
—{zeRP2z+320 g —z=
1.17:“- A i = g ;‘F—%":D} = 3
TN (=
[3,3)15["%'0)”(2'3)‘ [Hhe0) n=om0)
nltdntd 1 s
TR )

pead=q X ﬁﬁ]“EN}=_ T
_AVI=VEENE VA S s
@ +ap y +‘/__:—"‘ﬁa+\/ﬁ~\/m+1}=

m+1"1‘_” (n+2}5_1=ﬂ+1‘ dost A =
L10A Cit este m = inf A, M = sup A dack 4 — (e
gebigand groficul lui f(z) = %ES pe (-3,3) ( ﬁri I[I}{;E_E:J: i{;]"g)}?
s y
phgl TR O.3) D=3 70) =1, jo) = 1 mmm
M=% - ) ¥ decim =1,
90A Punctia J : (=2,0)U(2,00) = [~4,80), f(2) = 224 g este bifects
(este injectivd) deoarece f nu este surjectiva, —4 ¢ ) ny amm:’macf\l\z
Inil

1 ;
Pentru functia f(z) =2 = L
1,304 Pentrt ) =2Vo6 =2}, M = max fla), m= min f(z),

= y £
gt M =5.m = 0 (M §i m se obtin pentru :: 3 et =sfog”
pentrs gl#) = =(5 = 2) = y parabold cu varful ¢ = (e 2 7»3;-;} 5 ca gi
1=vI=E 1 . :
A S <222 € [-40) U(0,4), domenta [-4,0) u (0,3];
pentruzct}::?z-_zbﬁdecize[_%‘o)iu t’m“{x2:,;1_*;1}3.

[|<:<.'j;-

123 Graficele functiilor f(z) = me?—2(m42)2—1 4 =

jouk puncte comune distincte daca ecuatia f{l:]'.: ;:E_f)[ ?m" dj.:n_? Aty
ﬁl:,(j;{ﬂl-l.‘I}-'.‘.("’1+1]:—{11':\—‘,[):l;)“‘g.=2, [:x g
ME [_m.—],:]'l_r{[]‘,]._]L,IILQG\. (m=1=z= 1= -1 el
1»34*}':“—'“‘)"11‘}: mz—m—l:+m-—le;t.e rect i
dahma’ — (m =1z +m-120, (V)z € R deci A = -hﬂszfiﬁ??
m)0=>mE(—-‘\3-_:";_Lil-:“':’-"‘)[}dmimeil,m). ol
195 (2 = 52)(" ~ 62+ 8) < 0 dack € [0,2)U 4,5] deoarece acol
trinoamele x —-5{ st ¥~ 62 +8 au semne contrare: 10,8}n{(~s0, 2uja i
1.26A Ecustia 7° —3jz|-4 = O are solutiile z = 4 : 1 < 0 = s _':°_)}5
gir=-4r>0=2"-3r-4=0deci z =4 B
1.27A Valoarea i @ € R astfel incat f: [4,00) = s
2\,[1‘_;-'1 sk fie surjectivi este a = 2; f(r) -.£ {VG-!T.EEE‘ :Ti}r_!é? :; ==
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- +3 =4 =241y + 3| ohegryy
l”ﬂhmﬂl‘ 2i‘+]y r-2>0)deci[r—2=19 H
£=2ly+3 == (donerece de gy
:—2:1134’3:1:2,"2*2‘?:-3:‘:2 undezlaol

=¥ b3
7 =0 nu este solujie si avem 7 = ¢ | Eng

m._1_”-—5. Dar —-‘ll‘N
r=4giy= -5, 1 :

5 1 +?)l-t+3}(”"3 = 120 & scrie “11'1}{:1-4
:i[?:sﬁj:fu:;;é:f:’ ﬁz +4)(z" + 52+ 6) = 120, Notiin 7 4 5, +Jllt:

= f —1155:19(18“!1&!‘&1““51’:Irr=_s_
;(.;;:}imifao;ul :ﬂ —z >z (x<6)este evidentil pentru & < 0, dackay,
ﬂhﬁ-nﬂn5-:‘.‘-:’.:5{0.3}Mﬂuﬂaiﬁteﬁ={;1g‘:2}‘
l.81&tnﬁmndiuecunf.iih:"+3=ﬂ.=+¢I=l!=1—5+5=-_c| »
tormenilor ¥ respectiv * sau 24 sunt zero deci suma tuturor g
fiochrein este zero, Ridcinile reale sunt &1 = —v'3 (pemtru 2% 4.3 g%
73 = — /5 (pentru z° +5 = 0}, deci suma celor complexe este §/ - P §i
1.92A Expresia E se scrie
2 v 1 U T
B (34 4) +oebar (34 55) =

=T W[%"‘g]: v

1.33A E= Lo 2.1'/5%*—&4\/%_‘-(&?:.”0)&’7&:»2]@@

fabe—avabord _ _ & VWeaE _
r e g ) Ve = e

E= i
4
’ : a__on, im 2% —
1.34A In inecuagia 5z — 20z + 26 > = D :otam ¥ eyl
;)gggbﬁamag.}.lp;l sPrt—-d>0,t< -1, g < 5i deei rimgg,
; <t=t— 4245 52°~20r 421 >0, Deoarece A < 0, (V)z € R verifigg
1.85A Sii se determine m astiel ca 2 + 3 —82 — 8y + m > 0, Voy e .
(=424 (y—4)*+m-32>0decim—32> 0, m > 32,
1.36A Valorile parametrului m pentru care varfurile parabolelor y — 2y
2(m = 1)z + m = 1 sunt deasupra axei Oz, adicd yv > 0 yy = Slay)
Iy = —% = —(m — 1), V{2v,yv) sunt varfurile parabolelor. Deci -
—m?+0m=2>0,m -8m+2<0,mo=12 me(l,2).
1.87A Valoares expresiei £ = 2! +1* + £, unde (z,11, z) este solutia g
f+y+z=2
temului iB=(zty+z)-20ay+zz+ys)=a
ay+rzr+yz=1{
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1.38A Soluiile pozitive ale sistemului 3 9573 = 1, 055

i i {s.:fnm;;ml:cﬁ ccuntile et oyt = 1335 o1 o
=4 gyt =1, ylzyst) = 2 -

e ‘lsf_ i V=2 2Mayet) = 85, zyst) = 49 docs

L (T e r e

1.39A Solugiile sistemului: 4 + v = 2, Uz + vy

: =1 yx? g =

uf’+"1’s=_5: pn.malzduu&ecuamnedsuuzl—ﬁy'u::'iyl_h i

in ultime doui: r’ﬂ vﬂ‘—h' 5_1‘:.2!, s ¥
tnlocuim I e —— = 1, 82 ‘U“l_

T—y — e

1 ] 2 1
—— [t =y = aylr— g =1, — ;3

-5= t_g[ " +{)2 ::] ]"x_.."[: ‘U‘—'—’Eﬂ(!’—y“]}=5
gagaty—eTU ==L \F V) =Sz —Rey(sry) = — 6, Sigtamul 5y =
f-8p—2ps=—Seresolutin s =3 p=degiz = é',z;!:f—__;'
y= ldeunde u =3, v = <1l gau gy = -1, v= 3-rdectsoh.:"l:_ i
bgu): (12.8,~1) 8 (2.1,-1,3), L
1_4|]A0rdineacresci!onmauumemlg;z_-_ \/5_1‘!‘,:";-5-_ i :
zvbdeﬂ”>1'z}\/'{m:f?y\=;“/§hl> "/E‘V'!-\’i;f"iz;il:ﬁ.
5+ 28 > B+ 2v5, 2(v6 - V5] > 1, 411 — 2,/30 ;
193 > 64,30 fals, deci v <. e
1,41A Ordinen crescitoare a numerelor A = § B = 0=

D= ¥20: le aducem la aoelas indice, A = G = Wiﬂ‘.iﬁa{;‘: u_,;@
YE P, C = VB = VI% D = V5T - W5 4ol ordines seie
D(B.;C{..‘i.

- S
1.42A Numerele z = T o= 2,8(3) sunt egale deparece fmphrtind pe 17
12 6 obtinem 2,B3333 . .. =2,8(3),

1.43A Fiind date muljimile 4 = {zr € R|22—1 < 3242} = {z e Ri-3 <2}

Be{reRz+2<+5) = {%c ER.:S%} avem AN B = (ﬁs,ﬁl‘
1.44A Valorile parametrului @ € R pentru care multimea A = {z & If]::z -
ar = 0} este formati dintr-un singur element este o = @ deoarece solugiile
wﬂ;ie;Iﬂ.a_.a.z=05unt:;=0_.:g=~ndaci fi=Iy=0=—-g=g=0.
1.45A Graficul functiei f(z) = 2 —(a+8)z +0? tai axa Oz in douk puncte
distincve dacd rddacinile ecuatiel asociate 12 — (a4 3)z 4+ 02 = 0 sunt reale 5
distincte, deci discriminantul A > 0, A = (a+3)?—4a% = — 322 | o+ > 0,
W —ba—9<D ay= i decia € (-1,3).
z* — 16

1.46A Inecuatia <0, 2 #0 are solutia 4 = (—o0, —d)u(0,4).

x
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1=+ z= -—lil..r=_.lia
143 dediz+ 1=kl Tl =200 . i
4-;{%—'4.-2,0.2}, Semmmmuaﬂdmtsrﬂ-_! o) Feny,
L.70A Sk se detormine multimes A= {2 € NIz = 547 n € N}, 2 o
atbd g by gi legem din n+2 = £1,20 4,28, A~ {0, g RIS
G ;:;.—.. wmere naturale consecutive T,¥, z,w in Aceasry
!.Tl:u?ﬂl;‘in 5 v,:_ = :!‘ Singurele care Eriﬂcé sunt 3, 4.5’5'-!%
CAare - = = ‘5/1_2' L
inea cresciitoare & O or ¥ LR 1 F = $
f.?:g’:lm.:dum ls acelasi indice = = VB y = Vi, _ ﬁ?;
72 < 144 < 36"
i g = 3z+2, g(z) = 3jz|+ 2sunt fp
"73A Functiile f,4: R~ R f(z) £ b
i te bifincti\;i; J este crescitoar, fl=0a) = =00, flioaq) :m
g nu este injectivl, g(=z)= sﬂlf I_)-
= are ridécini reale gi d"“i:lct”u

g 1 es
Img = {y, = 2},
1.74A Ecustis z' +x+m
n=1~4m){}dem‘mﬂ:xﬁ- SO e st 5 ai e
ecuafia i = Tl =g
;.:5:1;“"e:::,wﬂ :{ = | — %o Tn functie ri\::1 ssip ?t%_d_______ : ]~+4;’f
dm |z, — a3 = 1 =mP =V T T2 — LA ip. :
1.76A Imaginea functiei £ : R~ R, f(z) = &3zt estelmf = oy o
fle)=(e=3)' - §+4=(a-1) -2z 2
LTTA Solutiile sistemubui z(z +y+2+2) = 10, :;(.z_ +y”+t}|:;q
z[x+y+z4—s}=30,!,{::+y+r+t)r—4ﬂﬁuft £=il p=do 08
i = +4 ; aduniim toste ecuatiile {z+y+2-+1)° =100, r+y+z+3a_m
5i inlocuind in fiecare ecuatie mnh.ix:il‘y=ﬂ=‘2-.z‘= 43, ¢ =24"
1.78A Valorile parametrului real T pentru Cuﬂ:lﬁfuﬁ;:a - ::'21 =~ m
solutii reale de semne contrere sunt m > 0: conditiile sunt pentry o
22+ z(l—m)—2m = 0, A= m2+ﬁ1"ﬂ+l >0, P=umx= h2m<ﬂ‘
m € [(~o0,~3 — 2y/2) U(-3+ 22 &0)] {0, 20) = {0, 20).
1.79A Dach @, b € R astfel incit @ =g +b, =0 —bsi fie ragionale ayg
a=i{a+g) b=4{a— g) sunt ragionale, a € Q, b E Q.
1.80A Solutia ecuatici [6—z| =2z 4 Jestex = 1:f—ax= i(ZHSJ.:zL
2= ~8 dar = = —0 nu verifici ecuatia.
1.81A Valorile [ui m € R pentru care radicinile 71, 27 ale ecuntiej 2= e
1)a-+-m = 0 satisface relajia |2y ~z3| = 1sunt {0, 2} : 21+22 = m+1, 20,
m, |21 — o3| = (@1 - 3a)F = yfoi +of - 2mm = Vi@ F o =i
Vim+1P—dm=|m—1|=1decim=0saum=2 m & {0,2},
1.82A Soluiile inecuatiei |2 — x — 2] < L echivalentd cu inecuaiile ~ ¢
'z —8 < +ladicA0 <P -z-122-2-3< [}suntd;wi
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A i s S 2
1.83A Multimea S & solutiilor sistemnyi { © * 2V +3% =3

T ezys iy
= =2sau z+y =1, 2y = = i =
31,2}.{3;"1)}- 2 ne dau soluiile § = {01, ~2), (=2,1),

1,84A Solutiile aistemului {

::21-5-‘ =5,

T+y=5
:‘°+2y7_,_-1,=? M{[,Q)ﬁ(%,%);:=

— )+ U — (5~ 2y) =
529, (520" + 27 — (5 — 2y) ?‘W_%thu‘“-’:{i‘

1
L
i functiei f 1 R — B,
1.:5A in:g::;ﬂ[:r_;;.f i &R, fz) = {32, eate Imf = [-1,1].
ﬂfl}, < .2 F =L S TR = (2= 1) < 0 sau sin 2t = HE
ptel =y v - by =0, Ay=1-y250 i<y | i

1,868 Pentru a > O multimea B = {‘ERIJ-\/E’_—_:’—\/F_
X =z = ;1—1 =

(0,a] : avem egalitatea e IR, S e .
@ l =y/5E =5
deoarece pentru = > 0, = = |z] = /2%, -

1.87B Fie M = {(0.) € Q*|/a~vB = a4 6/8) 5 k € N numtral
clementelor mulfimii M. Avem M=a:“—ﬁ=na+3b:+2u\/§=53_
o + 3%, 200 = 1, 120° + 1 = —2; dar evident —2b < 124 4 1 (Vb R
sau altfel b= =5, 8 = @’ + 3 (%)’ 4ot —4a% 43 = 0; ulkima ecuatie
m ‘are nici o ridécind reald decarece Fla) = 4ot — g3 +3 a

: | ivat
flo) = 16a° ~ 120° are o = O rAdAciak dubl (punct de inflexiune) 5 um

minim in @ = §, unde  ({) ="G:‘“4(§)a+3=—(§J3+3>u,

1.88B Mulfimea M= {z € RI\'1 + V22 —274/1- Tz = 22~ /T= 05} =
{1} Domeujuj d.‘fg definitie al egalitatii este [0.2) deoarecs pe [02] 1—
VEE =2 = 5y > 0. Ridicim la pitrat, obiinem 241~z = (2 —g):
dackze01,1—z=1-2241-z=4_8; z = 1 iar pentru
el 2 P-Fl=2-1,2+2-1=4-Og,2=1 deci M\ [0,1] = 0.
1.898 Functia f : R — R, f(z) = a2® + (a? 4 1)a® + 0 + 2 este surjectivi
pentru Yo € R deoarece penitu a > 0, f(—o0) = —oo, f(+00) = +oo
polinoemele sunt continue deci Imf = R, analog pentru a < 0.

1,90B Daca xy, 75 sunt solutiile ecuatiel 2? — 2z + 5 = 0 atunci expresia
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118 g
235144 pote egalil oU 9, Avem evident egalitay,

44
g-H:ﬁ*’%—%;%fn,si_h?qﬁﬁm:U=TETEI§+§¢4:%
I?_g;l-f-ﬂxo.’;"m;“ tamsctio 7} — 21 + 201+ A= (2] — 93

4 convenabil termenll U T4 o log of — o} + 23y 44 L
ordonin —1=-n
5,,}.}{:2-”14’5)'_:1 zg_zx +53_1)+(I‘§—211+5)‘—2-._____1
e B E R e e R T A

==2 et 9 3_322__3
A -13+8m+d ¢ solutille ecustiei 22+ 32° — 249y
1.91B Daci :;.ss.!uf;: ;'-_T:‘Ts o+ ,_{F € (4,5). Ecuatia este reciprogy,

atunci § = [z1[+Zl+ (2_1)_3=0, facem substitutia g1 _
3 T

L1+3
nzd 25+ L otyITE L
Illlpil'ii{-ﬂill"dti 2 +3t-3=0, a2 +3i+1=0.12 e ==l
4, obyinem 2(E7+ 1 _ 1 dan ridicinile 21 = =7, 2 = =it :

ot = Th I s =B € (45)
9= =5 'f‘;ﬂkuepm ‘ﬂﬂeaf(r—y):!(?}+f(ﬂ)‘21:ymm
B D e 0= (0 %0 4 £0) =0 o penire = =y <y
= i =,
fesu]sufn)-D=ff3}+f(3J£|if'f(:;+bs 0.0,b €2}, B = (5
1.93B Multimile .; =b{: ZE} K = pumirul elementelor muliimii si iy _
RJI:;;;;:;&LIM mlzelement }. Atunei f‘f #_-ﬂ'b{jf:%zu +b)=
{{:1 b, +AJ=U=’{H“5}(2:“"1)=D" jamas Haf“‘b“i
et e L
ibil, deci M =0.

AR -—& aste imposibild, deci Sl

; rlor ui m € R pentru care 7 < ZHmilles _,
1.94B Multimea M a valo 242 0.< 227 fﬂf+4]:+ar

oA 24 (m—6)
; regulti inegalitaiile 0 < 82% +(m .
i A = (m— 6~ G4 < 0, By = (m+ 42~ 64 < 05 _g ¢

B <B Bemid<im-2<m<l4—12<m<ddeci(-2,4) =y

1.95B Ecuatia /22 + 14 o/ sty +1 - 2VZ + o = 2are osolugie
= 1 - )
x = 0. Observim ci Yo r1-2aTFT = T = t degi
H—‘i=2deundet=l‘21+l-2\/=3+==l,z=\/r.7:!-::f-decim=nl
i1 3
1.96B Daci 4 = {a € RVZ*+1 £ az, (V)= € |5,1]}}, atunci A=
[/5,00): avammocsiv%&rgl.-iﬁxzﬁl-lfﬁ54-1'5;‘:-#155
dﬂiﬁi\jfg+ls\/§5a,a>ﬂ,daﬁd=[\/EW}-
1.97B Fie ecustia \/z — 4z 4+ /75— 6vZ—4 = a 5i A multiney

acelor @ € R pentru car ecuatia are doufi solutii reale distincte. Atunci 4=
(1,5]. Ecuagia se scrie \/(\fx-—z—ﬂ}z-h/(_\fz-d -3 =a Ve=1-2+
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My
=4-3|=a,7 >4 Luiindg
T Sharat Cazuri)

'sgﬁmmmmu‘s]. VRN <3
1988 Bousiia - y2i =2 = b e #
wonditii de g_xnst,e?;& z21 a2t g o <0 ;:ingm Vidicing »
Joul ridicéri 1a pitrat, 1 — /i —5 .;rz_:‘gl+‘l'== SOdeciz<g pyny
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2927 — 4ds — 102420 = 0, —To3(z=2) + 22(z — 2) — 10(z — ) o
(x=2)(~7z*+ 22z~ 10) =0=m =9, o3 =15 deci z=2.yzﬂf

ntl :
1.160C Fie f,g: Z— Z. f(n)=2n—-1, gln) = { b At
m, T par * i
J_(EL“‘_Ir [n) inlp:.u—
gof =1y (e fin) =gtf@) =1 = g
f[ﬂ}.' f{n} par ]

11 MULTIMI, FUNCTIL FUNeqgy pe
GRADUL
AL DOLE,
nr

Par decj fgo gy
t“‘ zh:-#x
=R=1(m),

eehe

fin) = 2n — 1 este im
ldjtif“f'_‘ In:

161C Functia. f(a) = {

ag],dsciaEl:O,l].
1162C Fie EC‘Lm;ia (m + i Pt
m E_.Rl ecui;!gwl are dou solug ”“i“‘pu;?-+m‘l=ﬂgt
i de acelasi semn . Atunci A = (o, tive ], B s (e g e A =
ds‘_imz—a-S:—:{‘-}:‘ﬂ:-mE[ u:l}!-—at(m: | ecuatia are
i it ) U
j=mE (=% I)U(l’w}irm"iﬁng_[)i( ’}.m)!ip.: gk
- a =13, -
1269C Dack f(z) = Mgmim g 4 o 0 0 Hult,e),
4= {41}, Se procedeazi ca 10 11560, 1 yoggy o= b AJh a
,:u];ER.IAltfel.aelqtiec-j-éS;ﬁ'{éﬁﬁc il = + atunci
jem-fsmiErsmif<ia, (V2 € R (re veifcy thoms < 2
3 - 3;24.y3_35251£msldmm 1 usor) deci
]llsdclnsistemul{ ST =L A={+1}.
lg—y|=1 O 5lutiile (z; !
S B=3 ) (o o) 8 4 =
1, B=2 Y ovem A=B= ‘il
LTk ;___-_.1 . B 0. II'-
1)y=z-—1‘2x2-27_.‘1=0 .
\ = LivE y
Hy=z+1 Ez’+zz_1znﬂ=a’:“j.2==1§ﬂ;
-"‘ﬁﬁfi‘s,;:l

1=B =0 Toate cele patru soly
il verificd sig
temul.  Altfe ;
! b:_ U‘ —

Usloz_yoy

=l

o singura solutie = =&, y = 3,

1166C Solutiile inecuatiei (a% + b)2+{a2 + bj’ >
E 2 2a+b)%, 2,y > 0,0,b >

(fsunt; (z,y) € (B} )?. Inccuatia se sarie > [(5)2 + {1}3]
¥ ) [t20b(E4 k) >
70 + dab. Dar!*%22pentruw;ujdmjaz 2 (v z)_
1) +@) 2 22,

m(i AL f) > 2(2ab) si prin adunare obtj i p
peatru ¥,y € R ooHnem inegalitaten datd, verificati
1,167C Solugia ecuatiei 72 + y? = g|
Fv" = 2lalz +9) + bo
—y=(F+d =0
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328
denmwuditmena:cd,wc””"“”:°+M=a~a
o he . —d-c= et
T e B S
A+ EC“:)%“ e (Rl G -;') ]+2'fcb+az’]|=a\;E
;g:f;jgmﬁiw{urb)l’ﬂ:”=“+ -t
; _ 4gd + 192y + 10y* — 202 — 39, .
ini ¢ Blay) =4+ v+ 3,
1.1680 Mmm{?pg;wam‘ci Blay) = (22 + 8y — 57 + 4%~ 3y 5
B = '1}:__? dect minimul este 7 abginut pcntrau y=1lz-;
_opz—32y+8=4(2+3v) +... 5 notig
; ry 4 S +yt— 202 {E#s y
Atfel: 4!(..'.3+ 2y N:nnlswd apoi pitratele in X, Y. Mai putem congige,
K=ot ol imy (y puametre) 4=” + 22(6y — 10) + 1
B liod ardenata vichlul wy = (o) (i yociabilele (g,
i 4(3y-5)* . |
B+ &E ,_@g—l: =10 =—-§5F.“V="(§y§-ﬁ) -%L_'_lﬂyj_'ay'“ﬂ:
= — T3 3
z—‘(’su—sl"+wy‘—32v+33=y"*'*’y+5=(!-"” i
arametrului ¢ € R astiel incat % < Ounde {z,4)
1;139(:5!0&]9?&105”3? i g3y P—2(z+y) = 250, IE“Z’y-i-yz_-_
solugie oarecare s sisternultti =+ Y : %
=2 = inem (z+v)° —3zu(z +¥) — 2z +y) =25
Notim ¢ +y = & 2y =Pl 0Dl - e
o+ y)? = doy = 7, o — po — 26 = 200, -0 AFRIE e

po et 22 2t co.ae (o) U (0 )

bz_wzd’-‘-pci__zdc deci % 4 o

1.170C Fie A = {(z+yVRnyeQ)sia= /99— 70v2. Atunciag

Obse}vumagg_mﬁ=(3—aﬁ)*aaciu=3-w’ie,4.

11m0 Dack A =Imf i [=R\Qunde f : R\ {2} = R, f(z) =8
abede () ad— b0, ¢# 0 stunc AnlI=1. Fie v e R, y # & astfy
ca 2 = y de unde z = P50 Deoarece £ € Q, % ¢ I, deci ANT=1.

1.172C Maximul sumei o + yo + 2o = S0 unde {Zo, yo, 20 este solutie reds
.mmgx=y+§,2y=x+§,2s=:+§, este 3v/2. Sistermul s
sore gt — Jvy+ 2 =0, —Zyz+2=0 22— 222+ 2 = 0 §i decarse
2,z Rremltiz?—2>0,4°-220, 22— 2> 0 (spre exemplu pentr
ecuatia i — 2zy + 2 = 0 discriminantul A = z* —2 > 0). Observiim ci
2,42 ori sunt toate pozitive ori toate negative. Presupunem toate pouitive,
decl 7 > V3, 4 = 2, z > +/2 g toate distincte; alegem z < y <z

Yz-)=y-z+2(1-1) 2z-2)=(y-2) 1 - 2| Darz-z<8

14, MULTIML, FUNCTIL FUNCTIA DE GRapyy, 47 DOILEA 3

a29
!,-s>l}dec_i 1—?25 ﬁ(l.:cy(?inmmdi 5
> 2 Deci =, ¥,z nu pot fi toate distioctes g s
;ﬂ“m‘i;.-_-zdemz“:y:zde_undex:u:z_
< fsirerulti z =y = 7 =

1=y/2, —v/2,—+/2) s maximul lui s

Mz 2 ﬁ, v >
=y din ultima r_‘:—lﬁ&ie
2 Solulgii;, V2. Similar i cagul
este 3v/3. sunt (v2, /2, v/2) &
= e
1,173C Daca ecuatia 22— [Z[+m =0, m € R srefr y %
jgunci m=0. In ambele cazuri §i z < ( g :;:I> ;IT:U;\IEL:T gmnnm£
3 <

1 ite valori ale lui m
gat pemiry SEUE putem aves 4 rédicini T 4
imén pentru m = 0,2 =0,23=—1,zy=1. adicini. Trei ridaeins

: o, @ € R au prapri o Wi
1.174C Numetele o, Proprietaten ck existi g, .
arg=agiloi—z2| = f Atunci @ 4+4a > 0. R |, _;:[2: R nstfel fncat

I‘-.-_-_;_-_ 2 =
yri amyan = o+ af =G = 4, (21 + )

1.176C Perechile de numere rationale (z,y) care satisfa
hy= 22 = y* sunt in numér de una. 4+ v=(z+y)

T — kg =
e )

egalitile oy =
(2~9) = (o +y)i(a—

1':i’1}=ﬂdwix+y:. [).E—MI_U=1dem:de1='y=0my=m—l
A-3r+1=0, 212 = ¥ care uu sunt rationale, deci réméne (0,0}, wma,

1.176C Cate solugii distincte (p,¢) € N x N are Sl e % a4
y P q - . i‘_

T e RS I
l-l=f P= 5 =2+ 5= 0-2=21,0-2=40 ¢-2=dde

indé rezulth p=q=4,p=3,9=6,p=6, g =3 deci sun trei solugi,

1.177C Nici un numér de forma 111...11, n > 2 cifre nu este patratil unui
iptreg: pitratul oricirui numér este de forma 4p san 4p+ 1 dar 111,.,11 =
11...100+4:24+3=4p+3,

1178C Fie m § 7 numere naturale. Impértim m?+ 1 la m4+n 5 obtinem
cirul g si restul r. 5& se determine toate perechile (m,n) pentru care avem
¢+r =17, gr € N, Evident avem perechile r =1, g=4;r =8, ¢=3;
r=13,¢=2;r = 16, ¢ = 1. Luind pe rind toate cazurile obtinem perethile
(25) 5 (5,2), spre exemplu r =1, = 4= m® +n? = (m+n)d 11,
[m_g}i.i.(n_u':i' =3 decim=2 n=5Gsaum=5n=2iarr=13
,‘=2=;»w--;2+1|12 = (m+n)2+13 (m—1+ (n = 1)* = 11, nu existé
m.n € N etc.

1.179C Solutia inecuatiei ||z + 1| — 1] < B este (5,3 -3 <|jr+1{-12
j»—2<|z+ 1| <4decl T+ Sd, dszHlsd Sszsi



CAPITOLUL 1. ALy,
= =
e L (R 1 mimversag{r}:{ l(ﬁ. )
5, 3z -3
2543 g7 =1 3 2LE 13N
41 2% -1 romlti 2 ==—VI-¥ y‘fd{!, o LS,
Dh’ﬂ; }l‘s;ﬂﬂ'm;y?lde‘“mmhﬂn RS
ysz‘r-i' Y # <0 iz, =<0
=VI=h ¥27 g yz)=
g i(&"‘a)s y>1

1.180C f(z) = {

Jz-3, 7>1

4 )= me?+2(m + 1)z 4 (m+ ),
1.181C c;aic;: Euncilltimt'n .{E{m JMG{___[IB). Evident toate trec prip
meR\ {0} tang vim € R, fi(=1) = [2ma+2(m + 1}”_‘(:_E=2

2 5 2
o :.mgenn . mt:in ;lu. Algebric; illt-ersectlam doul parabole ot
decitua‘?w?z) my # ma gt rezultd i an un singur punct de interge.:
fm{:). ({x nn;t tangente in (~1,0}, izt 4 2mi )z +m; 42 < N
;;:l;-l‘ljz-i-m 2= (m —my)z? 221 =0, (m1 — ma)(z + 1iee
mim=r=-1y=0
1.182C Si se determine m € R astfel incét

{:emmz”+(5m-3i=+13”‘+ 15=0}N[-=1,2] 4.

Stpmcadaa's!csful,IS.BB. 1,107B, 71,

|—1,£].mﬁmn.wndigieaesm'a:a>0:f
=g i ditia f o f = Iy atunci o

1,183C Dagi f(z) = ax + b verifici con

be=0aua=-1b€R Avem f(f(z)) = @z +ab+b =z, g

b{l-{-a}:ﬂ:&u:il,b:ﬂmubeﬁ.

'1.184C 54 se rezolve ecuatia %’-L-g 5:";1 {la] = partea intreagk a jyj ),
Avem [a] € a < o) +1, deci 52 < < 41 = 5 = 3r -3 <9y
declz <5, 2z+2 < 3x43deci =1 <rsau —1< 7 £ 5, Probim care diy
wvalarile i‘l—l =0, 1.2, verifick zy =1, 2.2 =3, 13 = 5.

1.185C Ecuagie 22 —2jx| = 0 are solutiile —2, 0,2 deci trei solutii: = > [
2l -Gr=0 o =0m=2r<l=r+2=0z7=-2

79 € [-1,2] sau z; €

(-1)f(2)<0.me .1_

1.2 ¢
2,-§]_

=1,
=1

1.186C Valarile parametrului m € R pentru care sistemul x2 4 2 =
iy i 2
T+y+ = m are o solutie reald unick z? + 3  =m —z — g, I+11'J+

(?+%)2=(\;m+%}2=&m=—§.:=yﬂ—§.; =%.

JOTIA EXPONENTIALA
12 FUNCT SILOGARITAgc,
g 4 KRS
187C Valoarea sumei § = Tyt by st
A y=3 suty=—1 :u.2+y‘,==;h::3°§
wingtor cu 1.39A, =y este schimpbay i.':l i +
ot alfii; avem =

il v Verifici sistem]
v 'fg-l‘ Sistemul este
b VEs iar termenii libers

1.2 Functia exponentials si logaritmicx

= 2 z
1884 Solutiile ecuatiai (m _{,.( a 2
1 Vo —2v8 =10suntp = 19,

ot o B 26 = —1 ( - ¥

{22} 1o V= 5426 ; 10,2~ 10t 41 = g,
" Vs -0 4

ot 24_.“2‘/3'( 3+2v6 =556z =40

11804 Numirul solutiior ecuatiei 3kl 4 iz 4 ghl

=]=31+4=_5r,120&3temmm 2
EL = [3,00), valoarea 12 ese luati intr-un {smmgu: de funetii mmm}t
Evident f{—=0) = 1%, deci dou# soluti,
1‘190A Fausiis 8 ]I_!.' At Bl = 0 are loiutnle = m In =
pifs—lge—1=0, (lgz), = 6 _ R :1;‘7‘110;_['-
1.101A Ecuatia logyx + logyx = 1 are solupia 7 = lu“”f' ¥ ; L
scrie:%%+ﬁ-$=l=>llgz=15‘—%;t AT o Ecuaiia se
1.192A Selufia ecuatiei log, ax + log,(r +92) = L5
%'2:=f,130,‘ﬂgr{3+2}: % 1 ) %Bate‘t_zu Notém

=-‘I'..!+%=

I el l'ﬂlh-u!_-?'t'{_%-_;‘tl:z,tg-_—él
11084 Ecuatia 167 — 2 . 4% — 8 = ) ara solutiile o = +1
Woha=1£ VIFB=123=45 = §deciz =4, 8 =t
P iel e
ng.mIL Suh;;.ule l:lf!CLlH-.T, el 9% a. P +B<leunt ze (E.é‘ 1)_ Ridicinile
scusgiei (3)° —5- 37 +6=0sunt 3 = 2,5 =~ 3daci D < B < 3> hogy 2 <
S ::‘I—g-\(:rd. 1, 4
1.195A Si ze rezolve ecuatia /47 — 2= £ —9r ¢ Avem \[F =1} =
i = 1] deci 12¥ — 1| = 2" — 1 pentru v > 0 degj este o identitate pentru
z20.
11964 Solutia inecuatiel gy > L este 4 = [:0.1.3;2 %) U {1,c0),
Notdm =8> 0, 25 > 2 = hy <0, t>0dedd 1<t < § 5
fet<cosaul <27 < %‘ 2<¥<w=z1€ (D.lng-‘\%) U (1 0a).
1.197A Inecuatia (2 — VA" + (24 VA > 4 aze solutia |z = 1. Notam

Q+VBF =t (2- V) = e = L4504 +1 2 4,4 <2 - VI san
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'z+¢!<c.(=+»15}‘<2“/3=[“*®4:'“'1‘ @+ vap
N e =1 < odeci 2] 21 ] .
{“\T{;—Ht)’*‘>1ws°l"ilﬂ(‘llmu (3.00) 1222~z 415
mmgn-dwlh’"“ S1mz+l>02> —1; =2 ~1)5¢
o o) U o = € (0D (3,00 ek 227 2 1 <
I b | X i 1
x+1<o.:<dl.m(=='1}‘”r’5(”'%)ﬂ['m'_”_ﬂ' Prin urma
e (21,0 U (3): "y

:IQ{QA Dlmgmﬂimm de definitie al funcyiel flz)=In (1 + 3) este &y

€ (=00, —4) U {0 02)- .
2 ?Dji?al?:as Mi s functiet fz) = (logg z)* + 22(!{.153 z) - (log, E}.
ii 0 este 4. Notim logzz = ¥ € [;w.ﬂ?)- glt) = £+ 2 42—yl
-t’+4:=-[tl-2}’-—i]=dr(£—-2] aa o
1,201 Valorile tui m € R astfel fncit logmep(2® +3) 2 1 Y2 € Roany

: i -0, = 1,00).

o0, ~2). Domeniul m € (=00, (L,
T:Eni:?#;';%(1:-#:52-1'32%.[M+1)22+2?7‘1—a§50'm6&

! i n :
it S 4 gty 2 n=l o (m+ 1)z 4+ 2m+ 4 <
m< -2 ” ] ¥ : :
I.ED%Inacuﬂ,ialog%%{%{ﬂm‘e:ﬂlng{a[—w, 2)u(1, 00}, 1%,2 has
e gl i 1, i35 0@z €~ —2) U (L) C Ba

R\[-40]
1.203A Produsul slugiilor ecustiel =2 = 256 este 71 - 72 = 4, Log
aritmém, logga = & A_gt-8=01ta=1£V1+ B t1 =4, 1, = 0
=1 -m=4

'1.204A Solutia ecuatiel logs = +

i + g =1, e = 4
2+ 167 =17
1.205A Solutia sistemului
loggz —loggy =3

2 ] "
logy T = 2log, z = logs =* = logyz — log, ¥ = loge 5 =3, 5 =4 yzraf‘
P = 17, (2B)yg = —128VITF 17056 = —1282:3.2" = 16(~83)
1.206A Solugiile scuatie ln?z—4lnz+3=0suntInz =1, r=e lnz=3
g=gt =
1.207A Dack o = loggp 100 6i 8= logyg 20 atunci f= § + £ o= -

e A=l 2= §(2-1),8=1+3
1.208A Inegalitates 3% + 4% + 5% < 67 este verificata pentru = > 3. Funefis

in

loggz = 1 verificé relatia Inz = s

verificd relagia ay =

12 FUNCTIA EXPONENTIALL SfLog :
ARITMIC,

A=, e —
flz) :‘ Egge :(ﬁ) +§(:g:l este deacrescgmue( dhik
=& CECTEsCAl0are pemtry Sum# e 'd}ﬁ
b8 (veri 1258, + 47+ 5:2&::;1}. 1@=1 g deserescitoare
00A Solutia ecuatiei 351 = gV o :

1

= (VE- 1P =0,z=1 mm:zliaﬂl“?“"#u—l
12104 Bousfia 2% — 257! — g = 0 gy d
=2 (solutie reald unics) deci o — 1 =R 0 s

Bngix N
catd 875 1 =3 S log; o5 6.2
: P

in rloggate?—1)

1.913“ Ecuagia = = B are sy
o (@m_sa.ﬁs = (65)H o684 _ ‘Gs)ln‘fﬁg = VS Se verifics di.
{;g}mg,n VE-T =B =8 o5l 7 o 8 2= iF = Bfaloe.x _ z). Altfal:
12134 Inecuatia Ine® + eln= £ 9 deci 2z < 9 : '
L214A llné-adusul solutiilor ecuatiei logd(z 4 Iﬁ’i?ﬂhn l<zel
17— 2%): 1082(22 +2) = 1+ logy(z +1)2 | OBy(2r 4 0) = 8 g

_ 5 3 g =915 _ g o 1 g{{z‘rlj‘_—_; 2 s
ha=T7 EI. 1 o ‘11‘_3,2111:“2-3__2” e 15‘—%:
1215A Solutia ecuatiei log, 2 = 2 este (VI W
o= B r=v2. 1V2} deparece |22

= fiei

1.216A Numarul 7 al solugiilor re A
n=1 deparece 7° = —1 Ullga_re sol:ii ?i; i:“:i;ﬁag" A 3){71 o 1) oy
1.217A S8 BE‘_I:EZD]VE conatia %7 = 100z, 4 < ;ﬂﬂlu'gm:__: log, 3.
ARV I AP e R
12184 logya(® — 2) + 1085 = 10 = 5= 2.4 16M0-kges . 2 ge0

1,210A Daci o € (0,1), numerele m = gi+vE  _ gv‘i+:32+ ay_

aiea m < n deonrece exponentiala ou baga subumitat ete drsempg
(inverseazd inegalititile) deci 1+ /6 = VBB ?:m ie;ci";ej%WE

1,220B Valorile parametrului real m pentru
: wﬁ{"fRi(m—ijenrrm
e

me~i > 0} = Rsuntm = 1, m € [1, 00); m(e=424e-7) & & m> ( L )1
%] 1

3 i \2
1<y <1, (555) este 11a 400 §i minims 0 la ~co deciT > 1
1.221B Fie k numérul solutiilor reale ale ecuatjef 37+3 : ;
Atunci k= 1. Notind 3% =  obtinem 27¢-+9 = 10y dm:;;;?flﬂg-uak,
in douk puncie curba = $2* umul en £ < 0 g unuleu ¢ > 0 ;' ke
ate o singurd solugie realil. BCL BoURYA
1.207B Fie M = {z € (0,00)[3'6c= | gogsz | gloggx _ . 4o
Me [2[].0, 300). Notam logg « = ¢, = = 6° 5i abfinem ecuatin ;ﬁl+;‘unc;t
cusolufia cunoseuti ¢ = 3, deci z = 6% (vezi 1.2084). ¥ v
1.223B Pentru sistemul 7V ~9+8 = ¢ z+2y = 5 notkm A familia perechil
LoT



CAPITOLUL 1. AﬁGEm
care verifich sistemul §i 5 = Y @ +v) Aucisoig

(zw)EA o A
fx=— 3 constituie evident solyys
=fz=ly=28%% Ly= fi. B
s-:.:,gﬂ,_msﬂrmﬁgq;azail_yl=2,mlm
;:.ain-m rat (0,9, (0.2), (19), D), 5 ="F.
P TR i
lmﬁ.mwm.ﬂ’}=z¢5§:§,flz]_ i
= H‘}i Imf este proieciia graficului fraciy
lust pentru ¢ > 0. Rezultd ugor T
ecuafis ST = u sl aibi-rigig,

“!'} € R

nothm f ot u=gt)
u= n(gplsunltt.u)pwf?ﬁ
[ Algebric, punem conditia ca

tgit>0
::;?hﬁu >0§M={z€ RjaY® 2 a®*}. 54 se decidd: &) (35

inith (V)a > 0; ) (Fa > 0=+ M n este
::':hji]'?é f{%:ﬂﬁfl este interval i-mhsii- 5’\:«1&2 >0, f) m£
sunt false. Inegalitatea se scrié & = }vlﬁimlﬂﬁ
Dca<1==+‘/§-252‘ﬂ<:<1;2° 1<a=a+y5=9y
0=1<z2 Dinodaumrmltida}-a) sun;: false. ol
1,226B Fie S suma solufiilor ecuafiel (3 -—‘1}‘ i (3z - 1])4.1'-.3‘ Ko
§=3, Dachi 3z—1=1ecuafiase verifich deci zp = 3 elsl.e SGL“-'f‘E}m#gg,
22 = 9z + S decl 1y =1, za=3; dar B:-—;;ﬂi:: 'jg\;ﬁl"i.ﬁré deci § =3,
- 5 a solutiilor ecuagiei 6% -+ 8 +15% = 07 + 127 £+ 0=
;,ﬂﬁ?;ﬂ”,_;f (3 4 (272 87 4 27 5%, T3+ (27 _5$‘:
o[ 4 (292 = 5] = (- Z)(F 422 -FF) =0, 51 =0, 22 =2,
1.228B Fie M = {S:Ezlad‘-i-] < slﬂg's(I+5}} gimeN numarul de.
mentelor lui M. Avem m = 7. Comparim ordonatele corespunzitoare ah
sciselor mimere intreg ale dreptei y = 2z+1 5i logaritmului y = logy(z +5)1
{:)«»S}gluhﬂvlm:id:mpuesﬁemh logaritm pentru z = —4,—3 _3
-1,0,1,2deci m="T.
1.229B Suma § & inverselor solutlilor ecuatiel
(ogy 6+ (logy (1)) +1oe (3) +log5z+5=0
este S € (38, 38). Noﬁmhg,5=g,igb;mtu+%+2{t 7 %)+§=ﬂ,
il ddn=cinsghieis 20 =6 o = Vil ge
—frd =6 =% tn=5¢c(3%)
1.230B Solujia inecusfiel 2(,}54. )=+ 22+ VB > 3 este R\{n}l
(VB0 =204 VB, B+ (61 >3, (VB 17 =t >0

\2 FUNCTIA EXPONENTIALA g1

2 -3+ 2 * A
e >4 2> 06~ 1704 25 0 dey

1_23]_]3 5i se rezolve inecuatia %) 10~z —gd : Yz e ?, THQ,
F>82+62-7<0 (2 1)(z E=(1)" Avem10-6s_
1.232B Fie functiile f : (0,00) — R, 1) = iy
1\* h=gof. Atundi f, g sunt dese i }:.n'.n_.a‘ﬁ:]’
3 exponeniiala in baze subunitare sunt g lar h creseltoare. Logaritmyl
functil descreslcutuge este creseitoare, _l""h"!: fi:!m;m 2
1,233B Valorile lui a € R pentru care ecuatia 2% _ 3 o
colugil reale distincte. Deoarece (27),, = 3 }.,_! -2'_.,.“ = Oare douk
dio<isia =4 panins caa‘M>0t¥§E?mm‘9—k>0
1.234B Inecuntia log, = +1og. 4 < 3 (2> 0,5 % “.‘mu Ak
(2,16). Culogyr = t avem t 4+ & < § -seag = tis z € (0,1) U
ate (000U (12) size0,1U218), | =2t}
2358 Solutia inecuatiei log (3z) <
: :3(”- 1), log, 3z < log, =? Oj:'}z :)- ﬁ,zze:tfﬁzsfdi?:{ DU (3,00). Pentra
1<% 3z <27 = x> 3; solutia este {U‘l)u(s‘.oa}. = € (0,1) iar pentry
9968 Ecnatia 4% — (m + 1)2° 4 = ‘
et (s Tt dm =0, s e e ek
P=tst2 < 0 (deci £y, t) au semne contrare) si cum byt !;5 ;nu A>04
st reald. Rezultd A={m+ 1)2 —4m=(m-1 30 ﬁ_ué_"‘;
fyty =m < 0 deci avemn n; si;;fu:i solutie daci m € T—u.n, 01-‘-' {1) el
Solutia ecuatiei 9. J9r _ ¥
:522}8“;3:311;1 a t:L?E‘ 43;139; ilgem =2 (FP 48 -0 =0,

1.288B Multimea A = {1- ER| l“ﬂ:élnﬁﬁ i
Y
N = s T
R
m,gl-i] . loggz(1-8) log, 4= :
0T £1,0< _16](;5:-1.1._ _#“iz <0 Fﬁcmdmlﬂuhrttd

logaritmi si tabloul global al semnelor rezultd 4 = (0' g)
1,239B Imaginea Im/ unde f(z) = £ este intervalul (~2,1). Construim
grafcul functiei y = 524 sau al funcgiel w= {4 pentru ¢ > 0 plamd (¢,u)
gan rezolvam in raport cu f ecuafia w = E%. Fs ’1‘+3$ 4 !
o e < {II Eﬂlliincﬁ.: L ._;1 +ﬁ-§5 qism'v avem (<1 < oo,
Iet+2<00,0< 3 <5=8< ﬁ{ﬂ.-}:-gﬂql_&rﬂ_

1.240B Solutia inecuatiel 2V47F < 4F este A = (AT 4], V= < e,
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|

136
- =] 17
A=7 :’+x—-4>0.f>_d§£-
ggd=05 ;:::TR peniru care gs=—1 o OS1-=) _ g4 0:
1.241B Valorile (t- 1}{3_.32] <0,te(1,32), z¢e G.?). tiy

: 0,
a!.b—-l =1, t’-—lsat-}- 2< 1+5_a=-1__?-3’+21 =(ester = 2: _7.3,*-?.5“

1,247 Solugia ecusiiel 3

0.3 =0 =2 ot e

e g o= logy ¥ B2 4 c‘[{1+ﬂ}bt
menmizem,m}\{i]: 1M=?{1+ﬂ.)b=l. !

b logs = G = T |
e Ddgsmg‘(:-l)ﬂog,_lz {2, caleulati E(l_-?@] o
3 = L. deci log J—(ld-iﬂ
'=’=*"=‘5-='1“:]*'§=1‘+)?5"I*?' 1A -1«
1248 = 1, dec E(l_wi) 5
Ing E:J:-l. Analog 1081, 1 o
12 i 2/FT 43V 47T = et 1 = 9 doggy
LE‘: ?!i;l;ﬁ:cmlg functia definitd de membrul sting este >3
:;468 Valorile Iui m pentri care ecuntia (m — 2)4° + (2m—3)a=tl L o
E gmg;ingn.risuluﬁﬂreﬂi sunt m € (%,2). Vesi §i 1.236B, R
ecuafia {m.-i}li+ (2m-3]2-t+5m-—5 = 0 punem condigiile A <
P:tl“]:%ﬂ < 0, Rezultd m € (2.2). 3
LHTCDm:i-D<a<h<lsiE=log,§g log
mn{i(lﬂmu:’k}gﬁﬁ:ldc::bg] lo[’-"'ﬂf“=;;é;>[ﬂ
%{ Vb = log, 2% >]1-(log,r:+]agﬂb}, logy, 293 > i(logh“+]uaﬁj$
: !
admind:mmhg,%+h&a’$>l+%(]ggba4. m) S
1.948C Tnecuatia /log T < 1 este verificatdl pentru @ > 2. Domayy
de definitie: 322 > 1, 5 >0,z € (~00,1)U[200) iar log, 3= | _

hgaggil:_%<21r§‘-{ﬂ,r>1. Intersectia este > 2
3= +4¥ =13

by

+ logy 22 atunci £+ 5

; ii istemului 3
1.248C Numi;ul de solutii ale sistemului { e R Puter

serie y = log, (13 - 3%), y = 1284 gi intersectim cele doui grafice: rexy
un singur punct de intersectie o singurd solutie, prima funciie descreste g
Ja logg 12 in x = 0 |2 0 in punctul z = log 12, iar & doua functie cregte dejy
0 la 0o (puters supraunitars). Alifel, 7 = 3984 = g8loesliujtar _ 4q
solutie unici.

1.250C Fie A = {r € Zjdz + 1 < 2logy(xc +4)} 5 § suma elementelor gy
Atunci § = 1. Procedim ca in 1.228B intersectdm dreapta y = 3e 41 ¢
logaritmul y = logy(z + 4)° si abtinem £ = —3,-2,—1,0, 1 deci § = —p,

3 NUMERE COMPLEXE. COMBINmon: ek
OAME

337
e § = 1 ! 1
LzSICF“’ T B =
;Z] logy & ;:haak "E"*:“L-;; atunci § = |,
=5 log
S el 1
s= g TEE T o = oy 2410y 3+_"f‘+h
1252C Cate Egiutn are sistemuy] gla+y _ £ s B m = log inl=1,
s o o = Bty . a Ao ’yENE:"“?A b
go ¥ T !?ﬁ{ﬂcaz#”dm U=
(epulti 0 Bre numai solutia o =y — 1 (P2 + 92 4 02 _ 0;

alitatea 3% 4 4% 4 5z .
1.353C Ineg; > 6% g )
L208A). @ Verificats paptyy, T <3 (veal

954C Ecustia /Iog, az T Tog_az + \/m
1 = %, 5 +log, 8

241 are solufiile = = a® 2 = ot

= 3/, & 5 g,

- Bcuatja go serie

& :
U 9802 4 log, o = 2.7

gixwﬂti1°ﬁa$>0d“‘:>IP*’mma}]giz(l
=t V3L (i < agg L ok ke
3/a = pentru VE— 2 > 0 deci t > Lavi=ayz oo | 2
r._—gﬁ; pentru o < 1 evident nu are saluiie.'denuec;mb:ﬂog‘_‘z = Bx
1.266C Inecuatia log, (2% ~3) > log (2-+3) are salugia (o -\/g)tﬂuﬂgvg :
Domeniul de definitie este (~3, —v/3) U (/3 co) (dip g2 ;3‘ ¢ (v3,3).
jrdin 2? — 8 < 7 + 3 reaultd (~2,3) deci solutia este (=2 :/5’ i)
1,256C Si se rezolve inecuatia log,. (92 o s ZLU{\/E.S].
hige (27)7 dec pentru 3% < 1 (z < 0) = %= {1y o thii;(i s
potre 22> 1 (> 0) = 2% 4 2 > 25, Jol > D deci e Oy my.

]

1.3 Numere complexe. Combinatorics. Polinoame

IOBTA A+ B g :
vk —i=

(M= i3 = % = i), Altfel i(1+i%+ o (89 < 4, 1!—1(:'*_;15"_ 3
12684 [VETF L4 Vi =T = 1 (4 >2) @ ¥4 14y=2=1 = y =93
1258A Fie e = =108 6 S = (2e+69)(26%4 ¢}, abunci § = 3, Avems?=1
dig+l=0=2S=(e—1){e?-1)=¢3 e &
el 0 it N=e+1-g_g=3




CAPITOLUL 1. ALGgy,

e .;tﬂnf-‘i|1|‘=] !

: RN =
1.260A Dack s = 7225 i VT 5
T Ii?'[: %Btid'_arlunci |2l =5, aTEa
it = i =5, \/aT%
verifich ecuais |7 + = ¥ sl g
"”%Ag?éyesz.m”ss' 16s.= 48, @ Ua, |1| =5,
zHP =9 ( +w}n+{m_iy)ﬂunde(m,y:|ER \{(0,0)] ‘5”151\].05‘
. Wm: e fo seal? 2= [plooad £ 15in )"+ [p(coSE —isingy
(eosnd'+ ot - A tanah) = 5 ooend, decl ot gy
verifici dezsolth cu binomul ui Newton, = = A+ {5 unde g o
e e L
; A =1942548 T+, 0 . = (4n 4o,
1.263A Dacd 8, = 1-3+ i n (n+1)(2n+1) n‘{“":-i]
it DRn+1) | nfn )

n
n : g
5n;_5nsquzk+1)=2£k’+?;k 5 L
1.264A Pein inducese sratB e 15+ -+ 7 < 2V Pentrun
] ; A
aste adevirati. Py — Pattt dociax trebui 08 1+ g + Jg . '*ﬁ+7,ﬁ1<

s 1 | = ”
o\/mFT;dar I‘*‘:’i*ﬁ!*“""?}’ﬁﬁ <t fﬁmvlﬂe!sn.nritim
o B+ gy < QAT decl ey <2yn H 1= V= b
1.165A Tnegalitatea 2" > n* se verifici prin {nductie pentru n > 5,

. iF :
1.2664A § = E‘*""g,i"'c +,,_+%— are valosrea S = C:—I]' CPJ«"—‘].
S n{n+1 3
it =) = k deci § =14 243+ +n =" = 111,
H w Fl
1.267A Egalitates Y k{ok+b) = 263, verificaté pentru orice n € N g
k=T

i ) i n{ﬂ+1}(2ﬂ+ 1) ?i{n+1}
loc pentrua =b=1. a§P+bEk-n-—-—ﬁ——+b—_2____=

11(’—“gl}l]a(:an +1) 488 =

1.268A Valorile lui a,b € R astfel ca ecuagiile o* + 423 + 422 4 5 = ¢
#3427 — 5+ b= 0 gl aibl o riddcing dublf comuni sunt a = b = —1. Penty
ecuatia a doua #; rildécina dubla anuleazs gi derivata deci 324221 =
T4 = ;LtaE‘ n=-l2b=-l=81 = % nu verificd. Al
identificand cosficientil: (z —a)}(z—f) =2 -2? -~z + b= 2a+F= =0
a?+2af = ~1deci do? 4 20— 1=0,a=~1 etc.

1.269A Valorile lui m € R astfel incat radicinile ecuatiei 2* + 327 + me?s
dz+ 1 5d fie toate reale. Separim pe m, m = —“L"":-;Eﬂ. facem grafiey]
functiei f(z) = iﬁ’-:v:”’—“ il intersectim cu y = —m si luim valorile I
™ pentru care se intersecteazd in patru puncte, Algebric, rezolviim ecuatia

k=1
f*-‘(_n*r_i’}si“_”f_‘}ﬁ (), 20 =2, a+3b =4,

13 NUMERE COMPLEXE. GOy
TORICA. PoLy
OAME 339

radpf';ca' ol :r:himbarea t=z4 é 12 Y
mepEtz=taA=tl,_g5q, S, asd 5
1270A S = P(z1) + Plza) + P(zy) ypge Th,eq. Shame_g
ﬁ!-|-3:+1 — 0 iar p(q =$4+2:3_:,+3I:—;;=3 Sunt rigas i ecuatic;
ptmtTs =0 B+, — g o z:;““’.f”“ =198 =
Baoat 2179+ %2%s) = —6, Sy =adyod) haf~ (Ertzy4ay)2_
g=1+a3+zs = —J{m$+1§+z§)_.{= 7 ‘3(E1+Tﬁ+=!)-—3= o
o= 5+ 25 —hSq+3.5'1—G=1s._3+a_'ﬂ=1 ~6) = 18 deci
1.271A R,esEul lmpﬁr}'irii polinomuluj Flaztpun
g se nfie “;,”J (dack £(=2) + f9) 4 a4 _ o wf" Pitratul catulyj,
b+ (az + b)" gl utilizind relatia obiney 442 = (& ~9(ar
o+ 2)?+(b—1)° =0 deei ﬂ=‘2=5=l.‘h + 160442 g 1?(:;-,
1,972A Pentru care m € R, ecuatia 28 4 mad o2
solufi dul;ie: (= — *12)2{:" b = (a2 _ (a+ b?f;ﬂ::;.q:{u are doug
gb=p, (2" — sz +p)* =0, 21 +s“z’+p’-2ms+2 P =0a4b= s,
p=*2' 32?:239-_-—3, —2s = m, '?‘p’:—‘idu:ippjlh rl'-—.[]‘g.'l=4‘
Altfel, cu Vmb.tc: I;m + T2t zat 2y = g {=]+zz}(2;-+';ﬂi =<1 m=9g
-3, (x1 ‘FQI!}J-?-{ + r(Sl!‘:.i + TajTizg = 4, TiTyzyz, — 4 DT+ 2y =
dmiws + &1 + 25 = =3, ;yxg(z) + 15) = 2, (z122)2 = S ooy = -2
f=(g?+z-2)% HShn=lm=_9
1,273A Cel mai mare divizor comun a] gl
: : Polincamelny £ —
(e +22+3) +6, g =2+ 422 £ 2 ggpa m(:” ¢
z=—1 sunt radacini comune lui f g g dar =
f dar este pentru g.
1.274A Si se determine perechea (a, m) de numers
i= Bzt — T +ar? £ 37 4+ 2 55 e divida prin Pnﬁi;‘:.ﬁtﬁicazpmm
Impirtim £ 1a g i obtinem restul (a—5m+2)r £ (2_qms gt 1
B0 01— am s = ; -~ 8m+6m* +m) =0 =
[ ' +m =0 deg Perﬁdlllet-—? _'1} L
foeuatia care il di pem este m? +3m 49 = 0). CHE (%9
1.275A Valoarea ]:i n din egalit;l.teil-f- Tﬁ'{hlﬁﬁ*- S =l
est,en=15:5=ZTja_.—_.‘i‘+ o o =g TRy
£ T s gmn (1 §+§‘§+§+;&—

<o Sency ISR ST U O S
12764 Numérul termenilor rationali din dezvoltares (V3 + T este

n=17. Ty = C"‘-‘lllglq%—_k i} ip ‘—-r:wmh 50 f
il v = = o
k=fm m=01_.. 16 n=17 : § deci p = 2m,

L2TTA 54 se calculeze sumele 5; = €2 +Ct (o4 RPN WS %
b n

Tm-2-
s

1

T 3R
+1) decarece 3 = &
—3 nu este ridicing pentry



CAPITOLUL 1. grq
by

pe O+ Ol G+ O 0= (1
.. i =+ r’“iz,jﬁﬁ L CS+CE+C¢:J"

d-ci+a-at AL T, K
f=E=ri=CtGtlaT
1.mA.s’.:1.1!+2-?J+s-31+,.,+n-nl=
_[1]__2!1,2;_3!-n1+n!— (n+1)l] = f“+1}!.l

-

g;:c-;c! =,,>;1[(kﬂ)‘1]k!a .

Yk (k1=
I;I;;IAImL'—fr-Im {7 =Im:,u=1m(’i)=—1[hn(z+iy):ml
. IF

44— 4-!35(2-:)2.—_-4.
s st i(z+iy) =—y+iz€R, |2 = 4 =9

1.281A Daciiz e Rl 5| =2= =1
|= f—]'fl'y. o G-
K—=41)49p] (P 1

= 7 = deci = € {£2}: .
1.282A Dach = # 1§ /= =}, atunci [ _ i

1,283A Numerele wmpiexezl=2+2i, n=-1+%t 2= ,2_21.“”
1— i sunt vérfurile unui romb
y= =% .y E R:&‘m =-4
=‘3#$=‘H‘y:—T~‘TI

injumététesc. ;

1.284A (1+2i)z+ (3 -5
obtine sistemti] 7+ 3y =1, 22 = By =

slaad] _ okt n+l=i_
1.285A Daci a € R atunci n—_—,’—{a'—if il
1.286A Termenl care au confine pe # din dezvoliarea (ax 44 aaripn
3 o o =gk — iy -

este Ty : Ther = Clloz §)0-kami)k = Cf ™7 0™ Y, 3k -39
k= 10. S

1.287A Solugiile inecuatiel C3, < 15 sunt z € {1: 3o a‘} P =9 a5
25=2,8,4,5,... dar 22 15, deci 2 =1,5,2, 3.

L 2 n{n—1 E _1
1.288A Valosres expresie £ = i = s Sty = —ibey.
1.289A Numirul z = Ci+ AI-Py arevaloarea 11: 2= 82+ 5 41—y
1.290A Termenul care contine pe x §i y la puteri egale in dezvaliar,
00 3k 3000k

{2{54- &;)2 este Thom @ Ths1 = Cgmi‘m Ty T = 2000-= -3;5 2
2000-% | = 1000,
1.291A Daci ¢ € N* divide pe nfn + 1) atunci = este numéir par decarey
produsul & doudl numere naturale consecutive este numér par
1,292A Daci n este numirul solugiilor ecuatiel 2C2 +6C3 = 9z n =1
z>38,05l) LpselEd gy gl 0p—8=0,deciz =4, n=1,
1.293A Suma coeficienilor polinomului P(z) = (82°-7) " este 1/ 1 = P{1).

1.294A Numirul c_,',l:ﬁn—a este definit pentrn 7 = 1,2,3,4; bn+4 > pd4

deparece diagonalele sunt perpendiculap, =l

(UMERE COMPLEXE. 0o
{3 N MBINATORICK b, LN
OLINOAME 341

y-d= =20 =8 20,050 <4 dumag

1.205A Numerele naturale n pentry care 4 oy &
ai independenti de 2 sunt de forma n=gpiT (C"‘:’?‘;)f contine
R =0T e s

i =dp decin=5p, pEN,
. =1+3+5T“_ A i '
1.29‘1'A 5 +2n=1= {%"1 =
E }=2§khzl=

nln+ 1)=-n= I:J.l: i =
1.207A Dack UL 11 = 12345678987654391, gping,, _ g Ridicind |
: A

mocifre
terea & doua, pentru a obtine cifry
cite nOLE cifre de 1, deci n =9,
A
Q8 A 5 =ﬁ+ﬁ+ﬂ+,,_+ﬂ e
- 3 =1 by, TR R S
o g:lrna pﬁtré’i;tor ;gfful lor vid
pague o modulelor vidcinilor polingiulas
g? — (1 + 49z + 2+ stiind ci are o ridgoing Ir,;du;n??m F=abi (3i -
b - 200 = T+ 2+ 1328 420 £ 1) = 0.4 i dee z%j;%ER Klacin,
of — o+ 1= 0 rezulti 2o = 1. Tmpéryim SR E:u ;e:“ $2=0
i factori: 2 — 2" — (21— )+ Sulad gy gy TS (:omr)‘tlnfm
fai-1) -2+ =0 20=1,2,, = ISR Uy = \f:\-‘m '+;e.'+
L | S i . e it
g kﬁ)+‘Em(%‘+kw)ik=nrl=sui=*3?+i;g
= - PF o= s = 1= % P g Py fesP = 151452,
1.300A Valoares expresiei B = ﬂ:_“'l.’_‘: TEEC S e =
wlutille ecuagiei 7 — 6% + £ +2 = 0 este B = g L Lors ol
Bipa | By e 5 !
E-‘—G'-:_,E'T“"_:fz_]‘_ Tsljﬁ(il'#;‘“{-%) -_325%_3'
1,301A Toate polinoamele neidentic nule cu coeficienti real care verifick
elatia P(z*) = =*P(x), (V)2 € R sunt de gradul doi. Aver conditia mcf
n+dy deci = 2. =-
1,302 Suma S a solutiilor reale ale ecuafiel 26 — (1 — )37 — = § este
§=1. Ecuatia " — (1 =6t —1=0 (t = 23 are soluile t; = 1, 15 = ~¢
deci obtinem ecuatiile =* —1=10, 2% 4 i = 0 e solutiile reale 2 =1 (de a
ici Adacing A
) gi nici 0 ridacing reald de la & dous, z; = cos TEZE o ojp T12e
k=0,1,2 deci § =1 (dack ar fi § =0 ar trebyi ca ST ﬁ”_Lr._:
pentru P+i=0) s Hdicing
1.303A Fie E = {/10+ 6v/3 + {10~ 63, Determinatj E si parametsi
seali a §i b astfel incat £ s& fie o solutie a ecuatici #8 + gz +b=0, B=1
s verifici (observium i c& 10 — fy3 = 10;::}3) iar a 5i b se determin usor

maximg § esge nevole de noud Jinij de
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m—sﬂ+xf“—38-3-f3.

i o 3t 2%
formula sdlicin a polinomului =7+ 3¢ My
:l;IMADad:r; il inlicniml‘i"'mpol"lom- (I.H:J::x
m,n € Ry atunci 7 L+ m+ﬂ=10-_’“+12=0.m-.—__,ml

{1+|’)’='2+3"[. i ul]a::’-21+2§”(3’}—2-
n=20. Ahfe{riml’fflzlal(ﬁ_'_ l):+[\/§-— 1= 4(v/2) 1 E‘"—U&ﬁiaﬂ

1.3053;161?1:%_‘5“%. (B8) + () sersiey
sﬂie(‘g 4H1_‘CB+I:’H=HJ§.2—\/§§42+v’3.{2+v"§]~:s
t>0,8- =y

(%’1:$2+ﬁ,w 1=1|,I'S-—TJ—:§'”= ,*2+v’5deci(g+‘/§]_|5

. BE<(2+ V3P = 22449
4 A5 0 VI S B <:gy
(2 + VAP £ 2+-¢§;3(+ 38 4 o +d = 0 cu proprictaiea ok 13,5, ,,
1.306B Fie equajia ot in progresie aritmetick iar 21 + Lza+1l o4y
ridicinile ecuaf:j :: e cer pumdrul & al perechilor (e,d) € CXC. Ayey
pwﬁhﬁa‘“_“_ i P L) @3T8 = d{ 22y =gy 44,
214-.!2"'53" S (z=+1}“=(1:1+1)[‘?‘-3+l)deu_ude
Smj =z +TpT I = =1, nBm x) = —1, 25 =~ ~d

= J4ieste

-3, m="h
=—1 5l 23 =

; 1) = 0 deci 71 e
e bty e
—a = B D) nde g(a) ee chl ImpATYri i f = agnt g

;}ETI: |ie(;e = 1?1 dack (z - 1)? divide pe . Conditia se scrie /(1) =g,

e =0, n+2)n+bn=0|2“=2“-“:rf~b=-rt-2,
ohine A = n(n+2).
-2 i =2 .|
ﬂ-]} | n—2n |

cul direct: f =z — (n 4+ 202" £ 5o
2" — 1) = (z = Dfna™(z + 1) = 2(a" 4
“"1—{5 -J_,_xn—E___ ad +In+r+1‘]+
= (= 1" — 2") 4 (2
2" ) (@ a7+ [ l+{¢“+12— z) +ﬂ(1"‘ P 1] f(an-
21 4 (2" — ) 4 (g =2 A (2 )2+ = r'r+{r';-1]}=
{z—1}’{[z"‘l(z+1)+z"‘2{ri+1+1}+r"_3[1’32+1" skrtl)t. . brt{amdy
B e B N T e T +r+ll}+f_J"'+r"“I+.,.-;
Atz )]+ et ) 427 A2+ 1) 2 (20 ey
bzt a(r 2Ny L e )+ (2" 4 2+ 1))} Renulida
(1) = [2+3+44. Antn-1)]+{1+2+3+, . A+n] =n(n+1)+n = n(n+l)

1.308B Dack 23,20 € G, nn # a3 [a] = |zl = Lsi w = :—*—’"f_;'z,l atung

Dém s o variant prin cal
(z - 1¥2q(z) = 2"z = 1) - 2
et l]=(z=1)ne
n:“——(::"'l+=“"2+.--+5!+5+1)l

ntl_ o

i3 NUMERE COMPLEXE. COMBINATORI0) POLINOAME

w=l 0801 + isinby ~ eosg,

" ety
‘1 — (cosfy + isinal){mgl_:_a‘::; )\=
2
_]'25*“5 sin 5% 4 i9gin
1 = cos( — &) —Tan(p, _::; l:

|2i sin Lt (mmj‘g;_‘_mn!l_;!l)

P
28in” M52 — D By =

08
o8 ELI;FJ 4 igin Bty
—

cos B 4 isinﬂl-g-“i

ve f D — R, flz) = oiet2
1.309B Fie [ ! - Cailt: unde D este domans
efinitie 5i M = max f(z). Atunci M = 84 Condigiile mdf?:mim %
!{§_3z+?20,12—5.61—:220l1.>_h%dm ;z _.5::+2:>
it -1, = 2 = SRS =
dacl=lz=0=C=nasjagpule b8
;;:,CTU:QJ,ITE:-C“=]1'g=51"c12_ i g = 84,

B  Hamel 8 = (0 oo 12=1, deci M =84

1,108 Valpates SERBL2. = Sls=CiotiCle~ CR 4 10— oW1 e
{1+i}n:(\/§(cr}s%a—v.sm%]) CQE(W¥+i5in$ =C°+ié'§1 cﬂm‘

S —-CE =0T+ OB oo A
O IO =On =1l + 0t =2 Cligi_gs i
;.enund;.‘i‘:?cos-i::’23:'256. P n+Cg+""_2%m¥
13118 Valosrea lui A din refatia 22 492 4 22 _ gy pool o ey
l,:n.s-rbsg.==ﬁﬂf'+b?ﬂ;b§n=€=—'+i esteA==2+y3+z!='
(ar b+ (ae+be?) + (ae"+be)* = aP(1 4 g +e (1 et s 2 4 0gb(1 4
'r3+53}=-_)mb==w\=ﬁdeonrecee3=}.l+t=+e‘=1+E+EJ_0
: w1 e =,
1.812B Dﬂﬂa“n—1_.5+§2-'5+---+Z:T:ﬁ%f.r.m.neN‘,

M= {nE N® 8 < ﬁ} gi p numrl elementelor lui M, atunci p=T
n n -
i 2L Rl 175 S =
o = Y D@ agl'{m I = i ﬂ+12(n‘—_1—“‘:i)l =
k=1 = k=1

_ atem 56 3 =
l(“"’fﬁ'—i—i) =5 <Rdecin&Tp=T,

= 00862 + isingy{ =

n+l — 15
1.313B Valoarea lui a pentru care f = (z 4+ 1™ L 4 4 g divide la
g=1" + 3z +3 cste a = 2. g divide pe f dack radicinile lui g sunt
5 ale lui f. 2+ 3z +3 =0 = 5, :_:&uﬂ, Ludm 7, = _—_z»gig&‘
1= =500 = cos ¥ bisind, (214 )%2 = oop W22 . {i 020
ml'l?ﬁh + igin 219227 = cos 4 +isinE = :‘—‘lﬂﬁ.}.“_ﬂgﬁ +o=

g +a=0decia=2



CAPITOLUL 1. ALGrgy,

a4
, @y, T3, Fq SUDT soluti
unde z1, 73 iile Couay,

TR -
e L e e S
£ =
zy27+ 1153 +31“.+n:’1+g Am,{--i:,-’+3+% == 1,5 34=
i \

e BRS040 i
By ;‘;*":5*::)’;;.; S ast 3%, = ~16. “s
0= I, 5= o pentri care polinomul @ = 32 bz

1.315B Dﬂﬂﬂﬁf'ﬂ‘f}m&: e B 3 a, se cere X, Noy
== = acM o

dividepe P =7
s =m%+t’sin3}‘$3=l'zé+:”+1=ﬂ-‘ Plzg) = gy,
i 1 il -wsziﬂ“ai“g%+ﬂ(cm""""~n £
Plzg) = ©0% il 1 isin ) 4+ 7 si oblinem 1SS
sxin-1 . b n=3p 9P T L 7P SRR
n=1) 4 g+ 1) tnin=1] — 97p — &F etc. 4

b ab+at

131m5mn!5“{+ g = —16.

isin 2? s
gaptl) — -
!!L?i'i-mi-%. ode
. i i l_zz a =
l.SlﬁBV;joarea]mapentrqumﬂt!B z Al
g-a—2r r+a -3

dubli intresgh st @ = 0. Adunim toate coiﬁ;ncle .!.:mlm

; inantul este & =
1,0,0 deci determl T4+a T“QE:
)= 352 —4r+1=10, cu ridicina Intregg;

admite o solutie
5i obfinem coloana

o4 zta=f(z) =08 fil=

:;11'713&;::;—0 ol £90% + 80k + ..+ 10O 18, atunci A & (5000, 3209
Folosim formula C‘nn= fc.‘f:{. de unde A= 10(C3 + G4 + Ci +...+.Cf) ]_
10..2° = 5040 € (5000,5200). P

1.318B Fie f: D — R, flz) = gt unde ¢ domeniul maxin,
definitie §i ,4!: ma f(z). Atunci A= 45060 & (35000, 36000}, Avem ¢ ;:;
e pfia=gs Ol =1z =0 Ch =G
HAB g,z =42 =0T 6= A € (35000, 36000) obtinem penin
2= 4, Gif = C = 35960,
1.319B Si se determine yalorile lui g pentru care ecuatia 7' + 228 4 a7t L
Jp 4 | = 0 are toate soluglile reale. Ecuatia este reciproci, cu SCIIimM
r+l =:samnsform§in:hﬁ+a—2=u,a: 3-a>0=5a0<3am
ridicinile ty, tp 8 T+ 3 =t Atz +1=02—trx+1=10 Tome
ridacinile sunt resle dack pentru ecustis P—tebl=0A=2~45g
deci t < =2, 2 < ¢, adich t5,1p < -2 820 9 < ty, 1z conditii cunoscute

algebri 2 < # = ~1+v3-13< V3 —a. Mai simplu, separim pe g

|3, NUMERE COMPLEXE. COMBIN 7o 0
R “A. POLIN AME

dgoedfdedl o

- ;Ft E—i‘—?i;iaiu;ef_(z)‘ se face grafioy 1, s
2y = —a; unde intersectengl ip pag, " /18) 6 s0 iy

" conditia este o < 6. U PULCte gy 1 ek o

toate ridic
mile

4908 Doack [2= 1| =28t [Imz{ > § 5

L nef z = 3 %

; dreaptele (este
mursect.mmﬁ p * Langent) 8
y=49% rou] (2142
13218 Dacih a = ﬁ-‘ 2 b= EH e 1L punctele 1321'1} ¥=4

Artea rag)
Tenid g DUMEruly 5 = osb

Fen s
o 8=€08 Trising, b=cosTiisinz . 06T _coex . Lo 1
. 5% gin T+ iain & cos & L 1 ;:‘H{m-‘;-__gin%}
_7sin g7 TN ggo0a5E  is i sl
isin i o
SEHTT: (Uﬂﬁél.‘,,-ain%) L
P08 i + isin )

—-'i‘c'gﬁ% +2isin-§}[m§%’% 3 tog Bx i

1.3223 D&("E; &= 1+1, atunej z%+17_ T-T} 3 &

et = (0)* 2, =i s o

19238 = ::-! .8 .HfSﬂ, S e o 5wl

1424 Dact = = $% atunci |z| = E‘Lﬁi‘ LA e |

3080 i os determins 1= foyf G

ek~ B2 [(2) = Bz +ig) fdackj:€ w0 p
1

m-i
frim®y = i -e-v.m‘r:‘;".i - 1”5111_- ;E{;‘ W)= T+ imy deg; )
18268 y\m‘i.ﬁl’}li (\{3_— i)™ este real ‘Ptlznm;
(poos(—F) + $8in(—F))" = 2"(cos B ~ isin n=Bkke N (Viogn
19278 Ecuatia CE.I& 4 =¢C ’ %) decin = gk s
&0 #+4 10 4T evident solugia ¢ 2 LS 2
-4=6). ; =2(3r4d =10 42
1,32BBECaefic:fnLu_l lL;i .;IJ din dezvoltarea lyj (222 i
= (; 1 C
lt:’+[ .+]ﬂ;]} = (Qr.} + 422 4 5 4 6{212]1+ {2+ 2)) este 104
P (2 T)0 & BpATS DUmal ultimii dej ¢ (2423 + A(2z%(3 4
1.329B Suma 5 & solutiilor reale ale Ecu&ﬁ;‘nl&m; §.3.204 4.9 10:
=Lzl 2+ (2P 4 TRy o ,:f':,‘i: +17-:—...a+,_34 i
n\'emzliuﬁi:”:"l(x-l:lnuasr.e‘ i 1"‘1_. =::-—r‘.£=.‘_‘ 'z 3
1,330B Ecuatia ot —art + o?2? 4 or iﬁ lluiez}dm f=-1 S
pent {\i‘:i’a € R: cu schimbarea z—d=t ecuﬁiian:w are T.{:ate solutiile reale
A=—3a% =8 < 0 deci nu are solutii reale pentry m:::t SRt
acR, ?

1931B Dacii A] +34% =454 atunci 1= 82,
L P Z—3 B =
1,332B In dezvoltarea (V2+4 )m ave RS
SRR, ™ 4 termeni ragionali;

Thiq =

P S YL S | =

C;'fg\/ﬁ (T’.‘z) _Lﬁl-,E 7 3deuik=ﬁp‘p=0123

1.433B In dezvoltarea (5 +n)" al zecelea t"m‘ e
Bin = 12 Tip = CE5"bnk cogn—spai ;:t:__?lami it o
cugn-10n Y, d L Bl



CAPITOLUL 1. '“LGE@R}I

346
: ha+=® . 1.
sdm@(pmslﬂl(l“'ﬂ-’ \ miily o
1.434B coagéieutuja;:';“; : 15,12, 0 deci A = CE?C‘l‘sTC"%EC?ﬁG}*SCQI
+ ;=481
01'3'6?5”? P=

i = :
13355a.==;}3+;-i:+ﬁ*3+"'+m EEM"W*

Se s s Ty

- ] =4 (3 - s
e ﬁ"{j’ﬁh““ — ) DT
i :";E'%a‘c"*r.-‘-fﬂﬁx- ﬂt_‘_llm A =“2'D ! (vezi13p
1.336B Fis.|4=cn+c: n i ot =nCact, A=mCh 4l L
B). Folosim :

.E-I-C::} it - ‘ >
E -I]ki:eu S, =n{2n+1). 5, = Z{(?k}?_

k=1

k=1
l‘_fi‘?*ﬂ —n=n(2n+1),

1.337B Valoarea sumei Sn =

n

n -

_1¥= gk —1)=4; 3 k=1
{2k =1} E( 2 e 3
Tormenul liber (care nu-l contine pe x) din dezvoltarea (= 4 "{E)
Ap=che™ ¥, k=P =5
pstiel incat ecuafia B-28 4 <o
unoscuta t s admitd solugii reale in progresie aritmetica verificd agg).

nect

— 3, a—7
? PRTpR ‘p31gau]enot.§ma v 8+tr
itatea 3z = 5ly|. Rédacinile 21 ‘=1+ ty+ts =40 =0decia=qy

i i b3
: :+ ta: (mg:’ T:r’grj"iséfﬂ; ()12 = 7 £ V27 — 7 de unde rezyly
At

1.340B Fouatia 7° -3z —sin = 0 are trel radicm: reale :hzt:nf:rte deoarece:
notdnd fla) =2°—3z—sing, ['(z) = 3(1_2 —1}.“{ ('ll] = fq\lj = 0 sung
abscise de maxim f(—1) =2—sing>0§ de minim f(1) = ~2—sinp <g
deci sirul lui Rolle corespunadtar ne da = -+, —, +, rezulld trei rédiein;
Algebric, fird derivath, probim semnul lui f in puncte ugor de calculat, spre
exemplu —~oa, =1, 1, 48 .
1.341B Solutia realf o ecustie #* — 5z ~ 1 = 0 este un numar irationg)
Presupunem contrariul g fie 20 = £, B € Z, E li‘Edt]Ctlb-ﬂn . Avem pP =
¢%{q — 5p) deci p contine factori ai lui g, absurd rezulti 7y irational.
1.342B Valarile parametrilor reali o, §,7 astfel incét polinomul f = 3o~
1628 + oiz? + Gz + 56 aibh ridkcina 2+ 1 ¢i sk fie devizibil cu z —1 sy
o =29 f=-24 ~ =5 Condifiie se scriu f(l} =0=a+f+7=11
impirgim f la g = [z - (24 i))l=— (2~1)] = z* — 4z + 5 si obtinem restul

1.338B

este Tas : Tukr = C“I%R’“T#(E
1,339B Parametrii reall 7.4

13 NUMERE COMPLEXE, COMBIN ATOR]
5 CA. PoLmvg,
AME a4

—104)z + (¥ — 5o + 165) =1 fs
st fi—1 ) =10 (citn] pspy

; = Bt
muitﬁ SJS'fmué44-a t-g _MI['M! Boe — o = 155, o fﬁ' dr 4 (a— 31)) deci
g= 02 f=—247 =5 Mai puteq pyp, conditia 7 =13 cu solugia
goudl ecuail : fla+i) =0 1 obtinem
1343B Valorile fnzeﬁmenl;ilur 2.b € R gsigg) e .
syb =058 admith solubia 1+ sun 5 - 35 bj:;“gm 40034900,
mpestnd / =1f;?zﬂ+3m pee h-(!«-ﬂ!&—ﬁ%m i
g faoem restul echivalent cu 0 sau fulocyiy ¢, o ) =a?_9.19
144)P = =2+20 (14+0)* = —4 g avemy Pelbd (1o o

449 ; .
Dﬂ“h:s, a+10=0 4= ~10, b=1g8 ( 2+2‘)+s'+“+ﬂi+bz

B Stiind ci polinomul f = ggt 4

:3::__ 15)3 sra se ::alc-.n_leze suma § = :_f:; ++:ré;;d{"1‘h Hz =1 50 divide
=0 i1y =03 se obtine sistemu] 9, ”_‘_c_lh;se serie f(1) = g,
G+ 30+ ,:3: 0 ecu snhTt,IaLu =% b=—5,-34 dac;.s‘ -j?l-!- <] S 1,
fele- 1) (mz + u}_ 51 dBm v_alori i 2, spre exemply s Altfal scriem,
L= 2 san identificimn coeficientii gradelo egale din :f Lz=0 -9
1.3458 Numirul n al valorilor complaxe Qe e du‘lme'mhd

Jinomiali P(z) = 28 + 225 4 5ot 4 g8 P +°§;m 12 fa funcgia
slutie & ccual;l;za 1-1_+ T+1=0esten=1q igin t+ 7 d?ﬂ.! oste
plr)= (3° 2 +2°) + a4 24 o)y b L0y o TS b Pla),
deciP(z\')=b(Vl3I:-?=1‘|2‘3-l (#+241) 4,
1.346B Numrul 78 = iy - o g e e nde
olugiile Ec:;a;m] flz) = 0 unde flz) = 233 30k 4 5d 33;;4@5 sunt

wem= 3 flx) =20z — 21)(z — 23)(z = 2q)(x - o a2
L+ 2101+ 221 + 300+ 2)(h ) o T =) S(1) =
1 1= S =§ Se

i Vidtte: =+ = 1+ (21 4= =
Pw’efo.lﬂm m LT Tt b ) (39 4+
ygs)+ (T1z2ma + T1T0T 'H{x“:“‘n"‘zlzﬂuﬁj Ehuit b U
1.847B Valorile lui m € R astfel incat numgryl mmple;;
2‘,{3+m}i3+3n“ +1 54 fie real sunt m = %; =
e =4m—1

L ’j+$113’53=435.
PLEX 2= (1 — m)id —
(m=1)i+201 +m)+3mit1,

.m=1
'rT,'—d.

C astfe] incat |z = |l =1 i :
wi=1, +1 o
fcon ' +igln 0 mﬂ-&on.nsmam-tugiwq n

"5 ) leos A MRS =

_ 2o =gt ) ottt
Teos® com ERE. 2eos B e BT 0 )ENT;‘%ER

1,349C Sa se r‘lp'..l-'.’[llil!i.‘ ..:QE.JC.' :!aci Eti#F0giw= ;‘t: este real.
con 43 8in f )+ 0 deos® 5+Hain 5 cod e
E.'=§E3¢T‘:u'm0!—r o I--2inh:§cns§ =cosfi+isinf=z:eR,

a
o E AL 4 :
1.850C Suma § = 1+2i+3i"+. . +ni" ! este Esalicui[t—(n+l)n’“"'1-.niﬂ]‘

[E=




CAPITOLUL 1. ALGEpy

R A .
‘.."-i-l'ﬂ"fﬁ’*fn- 1&[“:}:_“?‘]‘“'_(“"'1}' - niv]
<3if '-)l_.(l-i‘]’ﬂl—i}‘—-{l—;]“_-. t“_:_lrl__?_m‘
= g | =2-—-3l.
¥ : formula CFfl = ne

+im

Pentru i GL1+C3+|+..,+€?13I}_= ﬁ(zn-ﬂ‘hl

M-ﬁnmi ":" F‘I;Lumwenuwrepetu nici una dim-“dr:,
o 1

5 cifre s¢ pot fonm.' 5l numere dag g,

udﬂ*&nﬁi?ﬂu se considerdi deci 5! —dl = 4lg _gq

cifrd 0 In isch (H"" ”! care nu-l congine pe ¢ este gyl

A3
]'—t1+rr+au+=1'%+wtl+=-: 341004224,

cu bl [(1+:]+§ Fed ; qu contin termeni liberi (Birg z) 5,

C-‘-}"'"':% an—1 4+ 2 cos %)

o adunind result CF +-C=:|,B§{ fpen neg(rE. toate numeratate diferit, fy
10 bile extrage trei bile astfel incat cel mult una din ki,
mwﬁhﬁuﬂc[f-wﬂn bilk albd i Cjy cazuri cu 3 bile negr,
& fie albli. Avem 10- C% - 17680 cu cel mult o bild alba.
Mhuﬂ]lﬂ'cz"' S qintl _ 7 (V)n € N este 75 7.
1.357C cmmﬂx{:-rf '-;*) (- + (42 4 ...+ T4+ 1)), Altfel, pry

phntl

e s g:}? 7= (18— T)piar Plm + 1), P48 _0
inducie: F(n i o,
O
o facez=1.
- polinasnul i 2€ :._, + (€)% se obine dezvolting

. Se dezvoltd 2
= (CY+ (CAP +(Ca) * i
{lls:::hs:. (1[+‘:}}"[=+ i = (@4 Gz + Coz’ + ... + Criavly

R o -1y, + 05 te+Cn) st egalind coeficienty)
C;="}-(C'2= +C:£s;:scﬁ“;; ; m:ﬁ::ientu] !nin:r" din membril drep
:'é"]’: ::2., 2+ (CH+...+ [(,‘;'1]’ +(Cr)? obginut operand pe vertical
(Cham*)(0ket) = (CH)'™
1.360C n dezvoltares (V3 +
n =Bl Thoy = O T -6f dedik = 4p,
n=35l

‘?g)m numérul n al termenilor rationali este
=0,1,2,...,50 de unde

Zg Obginema>{ a¥2,
aC 0 conditie necesard si suficienty o
L'?‘_,h--;-ﬂ. (e, b '.‘—_H;a?&ﬂ] 8 e ip mm
qadicinile vor fizy=%:T3=0, 2y = o vm“‘:“;:tlﬂm b=add
= — V251 nlocuim in ecuatie —9 ¢ of VP -by T =als g
363C Polinomul '+ 22 4 1 este reductib +2=0deci b = ¥3,

1 RS I sy 4 Peste R: o 1
N-—r=(z*+1)2-x2 R +2 4
:‘P;f‘; : i z+1}(r’+x+liﬁdm¢|m‘m‘|

C éanc polinoame Pz} de grady) 3 i :
:mdi;iile P(7) =5, P(15) = 9. Fie P(z) = gg1 +°;‘f:““§l intregi satisfae
b rireTHd =5a 15 4b15% o5y 9 P lﬂﬂ.m.c.de 2
:mﬁl_me 2 imposibil deci nici un polj +PUS)~P(T) = m 4,
365C Rezolvati cf:ulama j' (2) = 6z + o3 4 5242 4
S Dy 22
o divide prin pc;hnnmul 9(2) = 2* + 9, Tmpan e 5t atunci f(z)
i actori: 62°(2” +9) + (2" +0) ~2(a3 4 0) g (2 Ty
= o= —3i, Ta = % = _317
1,386C Dacél salusiile ecuatiei 2% — (44922 1 oy,
¢z1=l.zu‘zaﬁc(ﬁtmlﬂn=m+q+ ? = € C
:un. mo= T+ By dammpmmin[m (ziu Ip:nmv_ew
et (5= )(z7 = 427+ 41) = 0 00 ridReinle 2 = 1 31 5 g g )
y=3-2 2 =1+2i decl a poate lua douk valori, a ¢ {13 9 7+1l::;Il
O 1L, TR k ii A ,
1.867C Daca 1,3 100 131.1:':.]':l solutii complexe ale eoya giei 210 4 790

D TR B SO 100 )
yEEE :ét ko AUnG § = —1. Fouatia ge serje

1 z - ilm i Fr;
Ml =0 z# 1deciz = ﬁ“m%?ﬂwq%,k=l,2.,..,1m

i

punem
}(51,4-:_2} ={),

7‘+4=ﬂ,mec

= = 1 nu o ludm), Dar z}® = 108 _ : L
k=0, 2 ) R
k=1

]
10
Zs") = 2@z + &3+ oo+ TogTigg) =1 =9 = —1.
1



CAPITOLUL 1. AlLGpgy,
350

1.4 Mat

1,368A Mulgimes. M, 8 WEET
el o ¥ orimsarﬁx.esteM_—.(._mlﬁu
=1 inyersal

A=]| =
1. 2 "‘1_ = q—m, =-2m3:|—_5rln-2_ Aeﬁ‘ta
mm}: detA = { A4 0 deci dac A = 0 nu are rAdacing reale, Tezuyy
det Y 1 {2,00) unde my = 7 §imy = 3 g

3 _5m+ =
& ol A =10, 2m 2

I.H‘cmj,h E,mei : acelor m € R pentru care sistemm)
; ulfimea

1.969A Dach M esie &

fwy+me=1

: inanti. Sisteme liniare
rice. Determinl

valarilor lui m € R pentru care Miitrigg,

I_y+m=z=1ﬂ

25+‘m+1};= :’11.E

bl e §= Y matunci § = 7 . Dock determinangy 4
~als R Gisxd tmsmekjnmw] garacteristic A* diferit de 0 abiing
al sistemnului esie |tibi1 (gl matricel sistemului este diferit de Tangy
sistemul este meomps 5 i 2o ol i
1 -1 m || A=%ms
2

gt me (A=
2 O m+l i1
-l mi=5 A= —3m? + 2m + 2 11 se anulggs

; deci sistemul este incompatibil pentru m = _p

matricei extinse): & =[
0 m

m — 3 =0 pentru my
pentru m = —lgim=
m=5m5=

g ST
1.srmnma=(32),3=( e O gy | e

matricea X solutie a ectiafiel matriceale AX Bg= _C; are .‘::u_]',[:]a etelzl!nt;lm
=g = AN B unde A7 = ( BT y B = ( 3 )

5 3
2 -1 145_(2413)
h(—s 2)(43 A\ -u -

1523
1.371&Darje=ﬂf§‘—"§§iﬂ=(5, ]

3

), caleulati = A+ A%+ o4

A"~L ¢ pate ridAcind cubick a unithtii, 2 —1 =0, =1, ¥ +e+1 =0

TRICE. DETERMINAN
14 MA TI SISTEME LINIARE

AS=12%4, At = g3y al
A"M‘.“_z NS YA ey :
21_:_.,.+.‘ )A__nz‘_"i:(z"ﬂ‘*l)_.i Aémszu(1+2+33+
209
icea A=101 g i
13727 Matricea ( ) Satisface epaliy :
202 tea A =mA? 4 ng

80 g
patu T = Bom=—4: AZ_ | 4 ol 320 33
, " 80 g TR0 |
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=1 2 1 -1 6 4

det A = —1, matricen complementilor algebrici inmultiti cu £l (deci
semn schimbat) este

-1 0f | 10 1 -1
2.1 =141 =12
1o
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: h{z) k(z)
i {:) (z) (2) " g(z)
o kz) 7| Riz) K(z) [
= I + (fayw ()
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1.432B Sistemnul { az + ay+a'z=a avind A = | g2 o ot |=—(14
T +y+az=al i
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1.433B Sistemul { it (S =Bk SialEnb e { Friniae

este compatibil dublu nedeterminat pentru a = 41 eu solutia (z,3,7) =
(&g, —3)-
T+Yy+ozr=—n 1 &
1.434B Sistemul { T+ay+z=ec+1 ,acReu|1l 1|=—(a+
l_ ar+y+z=a+l ] A
3)(a—1)* admite solutie unicé (Cramer) pentru e € R\, {2, 1},

1
@



CAPITOLUL 1. AI‘CEBRJ{

364 g z 1 &8
= — — -l
R

4 m™m
Sp+du=" tricei extinse) este
. . (daterminantil matrice COmpgtn
m=123 A
fmmultim=2?'u ’ (1 1) g o
gRt=1 1 b
z‘mcnﬂﬂi‘q‘r‘(ﬂ 3) ; 0
go @- ). om=BARBT BT = |
Cm=(” rNH 2% 0 (U 1):(3“ 2 g
o ‘Cgu‘-'(! o)(” 730 1 =1 0 2% ]
P £ %) o deem
= se determine n ¢ ),
1.437C Dack 4 € Ma(R) A "? 7 '
) = Ry By <

cns% sin§
R_g, Ry = R,

BABY, gy

1
Sy AnE

o 2 15 s it 4 = A= (""i“% ey

=1 _
cosfl sinﬁ')#ﬂaﬂ\‘,:ﬂn-i—w‘%:&'(m] B
_ginf cosf

- g = de unde n=&. ;
deci A" = {R—E)" Rz oru care I+ oA este inversabila unde A este

4
i R pen’ <
1.438C Valoarea luia € Pe Jementele egale cu 1, este @ 2 —L g

o matrioe de ordinul 71 ¢4 toate € i
at+l @ a 4
a a+l @
| = (na+1
a+1 ... @ a 1=t J(a-dunam
dﬁ{1n+ﬂu‘i}= a el-. : Sl 1 |
a a+1|

a a P T
#dem prima coloans 4
f . dim factor na + 1 §i 8POI SCA B ang diy
g&%ﬂapﬁjﬁ £0,0% _%z? I, +aA este inversabila.
M n

1 -v3 0
A A= V3 1 0| esta
1.439C Urma 5, & matricel A", unde 9.0 2 %
A O 4 s cohule phtrate, atunci A" = 41 O
Dack A= g 4 20" O 4
sl —sing 0 b cos i —sit 0
e e = £ o | =2 sin® cosny 0 |8,
eci A" =2"| singy coS§ "
0 0 1 ] (i) 1
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Lﬂac Dachl T1, 22, T w1, g,

¥ Enﬁg‘imntﬁme_&: oy

e (V2 \Un)s telatia dat(Ag) =
o matrice pitrat n x n, AR ¢
4ipIz T oo T Ynn e8te un pyme =lay = o
:::19 nu existd pentru n > 1. WRAr (matrics unidimjgm-:'y’)‘ B4 =
/ o A e MR =

o ok adoke, s, A BB 1y
1 = ]

b e o 5

DECltele toeficientii
J,&[mI_I‘f,"ai1\11«;tr1'cei,Ei= b tve by

det(4) . 4oy o,
Mo(R), gy ) S5t ncorecyy, AB

este ling
o N SR s
Nemﬁl‘*‘““ nul, deci admite solutii nebanale
442C Fie D un doterminfml de ordigy trei. ale ciiryj
1, Atunci [ D} = 4. Intr-adevir, prin schimbgri gyt o -0 Sunt | g

A e ek & linii gay
& opin inmulgiri cu —1 ale unor lini say oq L coloane gy,
7 [0y i e colonne D) o g e el

2 sehimb, Réman
Candistcazurile | 1 —1 1 |=gq 1
fe st 4gi| 1
JiiE =0 |
L iy |

1,443C Valoarea. determinantului [ —
Unde 1, 23, 5 suny

Bl . st L Ty oy ay
!G]ugiile equatiel 7° —21° 4 22 4 7 = 0 agte D=4 e
I 1 1 1 0
=(gy+ro+xs)| To z3 2 = 0
p=(n B .1'2 I1 2| = T~ 3y |
g 1 I3 -~ Ty 3y 3

=Rt + 23+ 25) ~ (170 202 4z = gy 4 +a3)t -3

g+ 2a73)] = —2(4 — 6) = 4. Altfel D = 3 2 (w25 +

= I T I‘I’z: Eﬂa +af +23).
CDacB A= |1 5 € | B=

LA I e g i E: .i v AX = B, unde

seate O radacind cubich [_'nmp]_n;.;a a Ullitﬁ;ii atunel §
amentelor matricei X este § = 3, Inversa matrice] A:
Are+1=0, el =1?=1 :

suma modulsler e}
detd =32 - &),
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RN
A= -é:' 'iﬂ _“‘13 3
e
_(S:: ke .‘le‘x)‘r‘%(% l =
d =2l 1

ay 012
a2

aya
ags
de unde § = §(5+2feh 2’ =5 4 ( ::: ay2 s J (

8 Se b;'usgimmacnnecumscuts!e liniile matricei A=1,
D 1 0 [ Seobfy

001 e A) =1, unde 4 este o i
Jui & € R astfel incit det(Ad) = 1, unce 4 esie 0 matrioy
lly::nlmﬂlrc V;lminuln:u A=det A > Deste s ?}3 A det(Ad) <

Adetd=1=3" =% A=g5 el L
1.446C Dacit xy, 70, 23 sunt radicinile ecuagiei 2° + pz + ¢ = 0 gi

3, S 1 -z oz}
P L ke - i S ;‘9 e
atunci A =det [[ m1 T2 E3 2 Tyl=
a:',‘ z7 3 L' iy 1‘§

z§+z§+m§)

7 1
Iy T
EE

b

E it

3
=| m+mtn of+a+ad
2l tai+ad B HH+

3 0 =2
| 0 -% -3 |=-%-27¢

2 -3 %
dmmz,+n+g,.-,0,z§+;§+¢§={:1+zn+ms)“—Q(u:a:rﬁ:clzﬁ
373) = —2p, o} + 2} +af = —plm +oa+ 7y) —3g = —3¢, 2] + =] +2f =
~plzd + 23 + 13) — glay + 22+ 73) = .

i+ o3+ o3
o4 o+ 2l

MATRICE. DETERMINANTI. S{sTppp

e LINIARE %7
7C Mnf.rll:ﬁflc = AB-BAareurmg (suima

l.f‘d palt) egald eu 0 pertru ()4, B e Mnm;‘ﬂ;-:doz

P:a' Matricele AB si BA au urmele (a4, 1 7 3 ik

7 tagsbun)H(@a1b1stodobaytasgbyy) e

Tespecti
ore + 0208 + baseaz) + (barany + bygagy 4. 45

de pe dingonals
l::ln‘::lim.u Tukm
130 ) + (

11415 +byga, +':L:l:):
b103) deci AB ~ B e

11
i AB
ams 0 in general urma matricei AR — BAET?‘U.B—EA] f:

=N g =
e b) i(ib--a) i - Dofn =

oigtsi | T oy |- = ; oF

E(,ﬂ "y i=1 \j=1 i=1 ,-zh;%bj‘) ’_};‘:(‘gﬂn%)-u
wTr

BA am schimbat ordinea de sumare.

T4y +2=0' admite
THy+az=0

| 448C valorile lui A € R pentru care sistemu] { Mty+a=0
= 08000 X € {-2,1} dooarace

Lo de solutii, deci pentru care A

infinitate
Ao (+DA— 1T =0= A= 2oy,
rt+ytz=¢
oz +by+(a+bjz=10
@z 4+ B+ ([at+ba=g
ua=0s5b+#0 sistemul A
j(b— a), pentru @ emul este compatibil pentry
% 0. 7 0, b o 1vem it O ot
e unici), dach b = a sistemul eate compatibil pantrn e = 0 (cdnd ¢ # 0
gstemul este incompatibil); cAnd'b =0, a # 0 sistamul 6 clespativil, e
a2, h#0la fel pentru (Y. ' '
1.450C Sistemul

6 ) | 1
e b a+p
o« g [a+h]3

1.440C Sisterl cud=

=

ar4 (Ga+4ly+2a+1)2=0
az+ (da+2)y+la+4)z=0 ol
9z + (3a+ 4y +3az =0

a 3a+4 2a+1)
g 484+2 a+ds |=
2 3a+4 3a

A=

1 Sa+4 2a+D) 1

Sga+)| 0 8—2 —e+2|=6a+1)(c—2P=0ea=-1a=2
i} ] a-—12 |

pentr & = —1 gistem compatibil simplu nedeterminat (rangul matricii este
2 far pentru a = 2 compatibil dublu nedeterminat (rangul matricii este 1),
|zl + |z +yl=3

z| - Bz +y| =—4 sl
j= & Regultd 2] = 1, [# 4y = 2 deci @ = £1, ¢4y = 22 5l avem solugiile
0,20, (1, ~8): (~1,3). (=1, ~1) decin=4,

1,451C Numiirul n de solutii ele sistemului
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= 0 pentru ori
} R ﬂgn_'_bsn—l—ﬂ“ . orice n ¢
1.432C Da.c: a.b,: € . Q%ﬁm lai vaioriiei I}I,l.z gl obtinem Sistery
e g = 0T el 1 1
[atbre=0 e )
A =0 oidetermionst 2 g2 gr | ST 00k
9
2o =)
gla+ 3%+ 4% I
! e e alia=b=¢ .
avem numai saluia bandid @ . L T+ +rap
. eolitie nenuli a sistemului ¢ 240y Lo
1.453C Dack (E‘QPS} . -3y + 2::2

_ =y gre valoarea B = - Obtinem, rezolvang i,

a;u:cr: :P;”:f{m’;g;j admite g solutii nebanale, A = 0), , _ i
T r o B
1?="TydECiE=__ - il i
1.5 Structuri algebrice
1=z ” :
1.454A Familia & a matricelor de forma Ao SR |
cu fnmulfirea matricelor este un grup comutativ;
t—{e+y-22y) THy-—-2ry 3
A;-A,=( i ) Aciinstl
Ay = I, A: este inversabili ¥z € R, = # % (AL = 4ﬁr b

tivitaten este evidentd, iar ssociativitatea este proprietatea pe care o gy
matricile din Ma(R). Dedi (G, ) este grup comutativ.

1.455A Multimea [2. 0o) este stabild la operefia zoy = ¥ + ¥ definiti pe
R\ [0} dmmt+§22peutm!>0(!2—2t +12>0)

1.456A Dach pe @ = (2,0) se di legea de compozifie 70y = zy -7 .
y+6=(z=2y-2+2(Vay € Gatuncizozoror = (r-2fiy
roz = (s=2)143, (soz)ox = ((z-2)+2)oz = ((2-2)*+2-2)(z~2)42=
(z=2+2 zozozez= (z—8f+2-2)(z-2)+2=(z-2)"+2
1.457A Sums S & elementelor inversabile din Z in raport cu legea o datd
dezoy=zy—28-2+6, ¥r,y € Zeste S = 4: din egalitates zoe=
ze—Dr—2e+6 =1 = afe—3)—2(e~3) = 0 rezultd ci elementul neutry este
& = 3, iar din egalitates zoz' = 7z~ 2227 +6 =3 = 2’ = 25} =4 L
rezults z— 2= £1, deei 1= 35i =1 sunt inversabili, § = 3+ 1 =4,
1.458A Fie G = {z,y, z,1} 5i legea de compozitie definiti prin tabela

5 STRUCTURI ALGEBRICE
369

{G'u}es::mpdafa i numai dack o = gy g,
abecrvi ch y este elementul neutry IS NS =g e
ik e =4~ ¢ Uy I Wyt o
dement apare o singurd dati, deci completim mbeauf b f; : Wlf“" orice
= n=
1,459AP&mu]1,iu:_mG; {f‘_R_‘R‘HI):”Ln =y
b comparitie * Brin (1 +9)(2) = 2('(e) + ga)y 3 i
e grup cOmUALIY: (f *9)x) = 20 4 b) = g g ¥ AlACI (G)
(f+9)(#) o(x) = ba.b & R) deci logen » este.de fupt pay He) + g(z) =
deforma. £() = az, f € G functis mll f(c) = 0 (g ¢ g1 gt
geutrd, simetrica 1ui f este —f, —f{z) = g7 @ g5t :ﬂ?zf] o
o, asoclutivitatea si comutativitatea sunt evidente, Deci (@.0) >
comutativ. 1#) este grup

1.460A Pe multimea G = {f : R — R, /(2 = aa?
defineste legea de compozitie « prin (f o)) = ’:U:E:) r;ﬂ?}b € R} s
Atunci leges « D e clement newire: £(z) = gt 4 by gl s kL A
(fee)lz) = x(['(2) + €(2)) = 2(2ar+ b4 co 4 d) = ;1{24;+2c);=tb++ o
f = 6 + b > 3020 = o, b= bt ddeic= g g b 9=
or insemna ci pentru fecare f avem un el T ; Uy aceast
sheurd. s (e depinde de 1),

1.461A Fie G multimea functiilor f : R — R de douf or ok
R care verifica f(x) + 2f(z) = 0, (V) € R. Pe G considerém mﬁ
b= f + g definitd de nﬂf; = f(z) + 9(z), W)z € R. Atunci T
gup comutativ. Avem f = 247, Inf = ~% 4 lna = f{z) = e, ¢

i

constent. g(z) = be™=, (f +g)(z) = (a + b)e=*, elementul neutry este
functia 0, f(x) = 0, (Y)z € R, elementul simetrie al lui f, f' = —f deci
{6, +) este un grup comutativ .

1,462A Pe multimea G = {2,4,6,8} C Z definini Jeges de compozitie prin
rey = ultima cifrd o produsalui numerelor intregi 7,y. Formém tabeln

operatiel «:
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bservim ¢ elementul neutrd este b g simetricul lui 2 este 8, al lyi g
¥ jar 4 gi @ sunt propriile lor simetrice; (G, ») este grup.
i “'}B!-i‘:"y:»ﬂ"l-ny-q-:rydeﬁ

care ;
1,463A Valorile hul Asi #hPGﬂ“?‘ tiv, comutativé §i 0 este element neutry
pe R o lege de compory m"’uﬂﬁw rezultd o = 23, iar din asociativitate

t A= 4, y=1: din comd 2 iA=L u=1s
:m m\i. :‘,\?]:4- (i —pl= + (1.-1—3.\]3;1 _:imden: A=g #=Tgileges
«Invhwro;‘zr-Fll"I'ﬂ.nﬂt’dmm SIOMLE

B v e, A E R e
critiezsy =ay— 2=+ este g
A {fw)dum:ﬁdmﬁrmd*“” = (=2~

structurd de grup pe G = £
g,H-ma.umlnm%ﬂ(*‘f“”' 0 s T
465 P muliiinss Q se definest lagile de COmPOLTiLE % ° Y = 71— 2z

oy 045l pey=a+y+d (VME¥E Q,cu e"m““"df ':““';_Ei ii;’ﬂ- ;‘wnu'

eyeep=12 :oa;:inl—%-kt"'n:""”-{a STE AT
; RS Sk _1. (- =12-2+2=12

doci gy = 12 far g3 = —2; €1 *€2 e

S 486 A Numirul m de solusii ale ecuagiei 2z = 0 In inelul Zo este n < 2,

n=0z=4 . .

1.46TA 0pen.;ia:-y=z+w‘aeﬁdemmmaungfup ahelian pe R

pr:u:mu:l:z-u=s+uy=y+ﬂ==y‘==’ff‘lﬂ(1—ﬂ)=0dgcj

a=1,

1.6&8.\Pem\d;imm(}dgﬁnimlegaadacompuzi;iezﬂn: z+w—aw,

atunel (v)z € C\ {1} este simetrizabil in raport cu operatia «: din egalitatea

g.g=.-+¢—;¢=z-r==0elmmtulnsumiarz-:’=-+z“—;zf=

0=2=-% dcd{V}zEC,x#‘lestemtrizabﬂ,

1.469A Valarile A € R pentru care intervalul (2,00) este parte stabili la

|agur-y=:y—2r—-2y+4\1:,yERmtlE{E,m},smy:ir-ﬂ}{y._

2)+A=-d>2=A>6 ;

1.470A Solugiile ecustiei 22 ~z — I =0 Zgsunt 7 =3. 2 =0,1,2. 4 nu

verifica.

1.471A Din urmétoarele legi de compogitie definite pe R: 1° vy = |z —y|;

Frey=ay-2Az+y) Frry=my-R-dy L rry=aryil,

5% ey = sin(z+y); 6° £ +y = In(1 + zy|) observiim ci numai 3° este

necomutativi.

1.472A Pentru orice ¢ € Z nothm cu £ §i T clasele lui = in Zs respectiv in

15 STRUCTURI ALGEBRICE

n
2. Sise determme_numerale zeZlgz<1;
A RV At T T
guci numerele 3,6.9, 215,14,7,10,13, Iy b1l =0, 5=

14734 In Epm’i“l. E al polinoamelor de grad ml::l s

o, Pl1) = 0, polinoamele (z — 12, o(z _ 1y fwmumvmﬁu P(l)=

m._,dgvﬁ: E &qt_e format din polinoamele de ;lﬂ. 0 bazi pentry £

(s = 1 este Tidicin pentru P gi pentry P! Mﬁmp‘“‘m _{?} =(z=1)2(z+ b)
=(z—

moamele (£—1)? § 2(z —1)? genercazy 1P (ar+5)) deci
5 pe B iy

LATAA Numiirul & € R astfel incit vectori vfir'f: gnm-m te.

gy = (1.1,5) s& formeze o bazd pentry RY sse o #‘s'-a}&: = (2.4,a),

J binatin nuli

v + YUz + vy = i-r+23'+z,?.':+{y+=3=
banall (deci 7 = ¥ = z = 0) dack Vo +oy 4 5z) = (0,0,0) este

scalar echivalent i respectiv

T+2Y+z=0 1
Wnumul siiu A, 2ot dytz=0 J A= 21
~ 3z tay+52=0 3 : i are mumai
solua banalf x =y = = = 0 respectiv A = & — 6 % 0 deci o &

1.475A Valoarea o & R pentru care vectari] 1

1 = (2,5,2) din R* sunt liniar dependentj mlz E;Ego“l =(0,1,2),
quy+yvr 203 =0, (2 425,00 4 y 455,24 920 < (. 0) este ey
adicd nu tofi ,y, = sunt nuli} dacd sistemul scalar i Speae,

z42z=10 108 st respectiv
geterminantul § er+y+bz=0 A=)|g 1 § 7
y+2z=10 : 0929 okl 3

{;‘y'g} 7; (0‘30. 0) respectiv A = do— 8 =0deci o =9,

A76A In R? orice trei vectori liniar independenti formeazs
i, sl este 3), B4 stk i t;::mmﬁ ;bﬁf ey
pantal format eu componentele celor 3 vectori este diferit de 1 gibm:u]ta umn
sistem Cramer (liniar neomogen).

1.477A Componentele vectorulul v = (0,3,~1) in raport cu baza B =
fn = (1,1,2), vz = (1,1,0),v3 = (1,0,1)} sunt (z,g,2) = (1,2,~3): v =
03-1) =zv1+yr+avs = (Tt ar+yplzdy Satytz=
fr+y=32x+z= —1 deci (z,:,2) = {L?,-—S].

1.478A Coordonatele vectorului v = (10,2,7) in basa {1, fa, fs] & lui R?,
dack fi = (1,—-1,2), Ja = (2,0,1), f5 = (1, 1,0), Tdem cain LATTA, v =
2N =ch+yht+tzi=(E++z-2iz0 g+ 2=
0-z+z=22c+y="T,dec (z,12) = (3,1,5).

1.479A Dimensiunea spatiului vectarial V = {f : Zg — 73} este 2. B =
(h Bl 10) =1, A1) =0, 0) =0, Ki)=1
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an

i - ) s{mERII=_5I+bﬁ.ﬂ.b€Q
1.480A O bazi a5 ului mﬁa?‘{m i‘ndent si sunt liniar mdepem-imi
peste @ ete {1,V3): g PRE gy /3 = 2 € Q. fuls.

2-1+y/B=051E ?:;;&t sistemul {ei.ez, 63} cu er = (1,~1,q)
1.481A Un vector €5 .t este imposibil deoarece ez =

qa{—l,l,ﬂ]ﬂﬁeﬁlﬂﬂ! .
sunt dependent. s Byt
1,482 Daci p este pumérul solutiilor in Zz 8l sistemului { L

3 A | 3 g _ # este divizor al Hui 6, nu existd 3—1‘ o
“m F F 3 = g LT - s RE
scand tabelul Tnmulgirii s¢ verificd usor cd (3,§)
plken EIM Gfal::‘]'- Fdad gf____ 4. Altfel, inmultim prima elcuag.ie_,' ou s,
%,,l)- (11.? ssnftnlocﬁﬁ i _ 1Dz in ecuafia agoua, ohtinem 9z = §
10e 4y = 5 114 = =1 fa =
= = —{ljary == ' -
dﬁdﬂ_g‘;;ml?;’:t: oo i M = {3 € Zool=® =9 M=y
14530 N-“- e e N, n < 60 no are eubul n? = 2,62,122,182, 249
d mmul; ):-—I; 5 ég; =ﬂ}k+2uﬂaj‘esollk;ée:n=2p+]=’
?;}21":-1:.!5[:_";'0&'4- ;m"lpl;ilbl.l. par = impar; 1 = 2p = 4p' =30k+1 fals,
P =
impar = par, B ru bty
4848 im legea de compazitie Ty = 4Ty ] o a,
1"53 WNI?uzm::‘ﬁnﬁi elementalor simetrizabile, presupunind ci (Z, ) este
¥ i jtatea axe + 2(r + )+ b=z
Elem try e rezulti din egalital &)1 :
Eiﬁ?ﬁ?ﬂ?fﬂiue — 1§ ab=2decia=1 b= 25 rezulis
doull Jegi 24y = oyt Azhy)+2 2oy = YT fr+y) =2 Asociativitates
di (z—x)(eb-2) =0= ab =12, Pentru prima lege cu a = .1.}b =2e= ]
elementele simetrice se obtin din 2z + 22+ 2" +2=—L o' =2+ o
:+2=d:1,=5=—3,z§,=—1,k:2, 4 : : !
i =3 =G N =
1.485B Fie G = (~1, 1) §i legen z»y = Fots ()73 € G. Notim K =

{{a;b) € B?|(G, +) este grup } 1 5= Y (a+b). Atunci 5= 2. Elementu]
mbel
uentrue:xre:?ﬁ?::,z*e+:{l-u}—heEU.l—a:fl,‘:zn}‘g:l_

chbedbaya e Al B =,
Asnciativitate: ?ﬁ{iﬁ’f = %ﬁ;’—:ﬁ nedib=1deci §=2

4 Br4+by=8 e 1
1.486B Si se rezolve in Zig sistemul { iy Deonrece A = §,

Ar=0 Ay=8 Al =G=z=14y= 2, Alifel, inlocuim & = 343y
pﬁmamt‘ie,ﬁf§+iy}+§y=8‘G+y=§,y=2,z=l.
1.487B Fie Fi, = {f|f : R — R bijectie i f{k) = k}, ¥k € Z. Pe fiecare
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; de compoziti eprezint

A deﬁrllm_ legea ‘Ip?m]le O Care 5
h:,g;i.ifﬂ-f- In“ams_te conditii (F, o) esta £1p pen mm.

sunt bijectii, existh £~ elementu] gimeq- al i f l:m” k € Z. Deoarece

w&iﬂﬁ este ckemeﬁntui DEULry, jar din bty ",‘Hm‘

& hocar Fi ste sl el S iy
1,488B Polinomul f = 4z dm m frass

€ Zy este ireduetit:
~ddecarecez1 =0, 23 =1 oy =30 ucﬂmmza
St rEdBrin Pentry
pentry f,

ln
,ﬁQBFieG:{( )inez RN
1 a3 5 nmilfires Matricelor. Atyne

m

(6,") este Erup nbelian iZomort ou grupul (7, 4y, Mgy Ay = ( L,
: =4 ~1_ 0]

grem Ay Am by J'Ll “‘—‘11 Ap=ry ]

jomorfismul este dat de h{A,) = n k(4 2;:";1 LG‘;-} este grup abelian,

HAn) F h{Awm), Ymn € Z, h este bijectis, WA} = ot n=

1.490B Daci G este un grup ou n elamente, :
gtunci A are n elemente. Intr-adeviir egalimmatffa* A = {azis € 6}
pler=a=alay =y) decisdymanotgy o ARy

£ 3+ éy L .
14918 Sistemul { foiby—1 B inelul (2,
g}:ﬁ,ﬁ'ﬂ = 1 deci 6! =
aouagie cu §, obfinem = 4+ y =

+) &re o solugic z = 4

6 se aplicd Cramer. Altfel, Tnnyl
L8z + 801+ 8z = 1 S:z:zr.’iazimﬂmm

S a b 1
fatricele A = iB= i o
1.492B Matricel (c &)515 (1 _1)mﬂwmﬁai!uizam
i Mo[R] & ¢ = —be=—d sau s = o, b=d. Trehyie satisfacute cgalititile
4B = Oy, BA = 0y deci AB = (“” A L
etd —(e+d) | T\ 0 g
i 24— | o=t b=d 0o
4= b, o=—dsau BA (u_c h—d)=(n u)::»a:cgib_—.d.
e 193 123
: €5n0= =
1.493B Fie 0,7 € 53, @ (3 | 2)17—-(3 9 1).5“2555:335::&
g €S astfel incit oo € =, Avem £ “lo, deci trebuie caleulas

=T
CEE RURWAT B LR
i sy:) 3125 \1a3] 8=

. T g e T WL
2—1 =12 3 2 y-—3,dqul_(231)|£=

adicd
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UL O lgg)_

£ 51 5 R L iderd legile de col i
= [~ consiaera mpozigie 5 5
: [fe Pmul “I_(E'-E-JEB ~ aty 3 ]
s xzj':ls arctg(ige + @), 20U = 7. AL (L13) et
comutativ izomorf i (R, "’}' Tegos 2.0 818 Sl ne“trgjl_ iy
erasuninﬁva‘ soe =S =L RES z (fals), (rogy)oz = —-%12_:
Zriyr: Flementul neutr pentru + &“‘!‘ULI"D = arctg(tgz) = 5
fywz) = arctg(te+ ey +2)) = arcte(tgr-+tgy+1pe)
Simetricul lui = este —z, g.(_z}:‘

zofyoz) =
avem asociativitate: T
analog (zey)}*= = arcte{tgr+ 68y +187)
arctg(ter +1g—2)) =0

1.495B Ciite polipoaime de grad cel
£ din Zy|x] se scrie f =80+ a1z + 02

mult 4 sunt in inelul Zgz]. Un polingy,
22+ a3z’ + agr® unde ag, a1, a9, oy, %

iau fiecare valori, 0, 1, decf sunt 95 — 32 polinoame.
g 3 e )
e = {I,48)A= 1 00| B=]|00 1] Atng
1.496B8 Fie G = { } ik Bt

multire n matricelor) este grup. Se verifick ugy
B, B = A, deci G este stabili la operatia de
operatia de Inmultire la matrig

(G,+) (- este operatia de i
ci AR =1, BA=1 A= :
inmultire; B gi A sunt simetrice una alteia,
este asociativa, deci (G, -) este grup-
1.497B Elementele inversabile ale inelului I'=2ZxZ cu operatiile {ay, by) +
{an,bs) = () +an, by +ba), (a1, bn) - (a2 ba) = (a1ag, byba) sunt (1,1),(1,-1),
{~1,1),(=1,—1); in I elementul neutru este {1,1) elementele inversabile in
inelul Z sunt 1 si —1 iar in I sunt perechi de elemente inversabile, deci
cele mengionate (in inelul [ = Zx Z cu inmultires (a1, by) - (ag,by) =
{ay -8y = by - by, azbg + agby), elementul neutru este (1.0), iar elementels
inversabile sunt (]rD}I {0-1}1 (-l,ﬂ}u “]-‘]L cele care corespund numepelar
complexe 1,1, —1,=1).

0 O 'a
cu operatia de inmuliire a matricelor formeasii un grup comutativ izomorf
cu (RS, ). Se verifici usor ci Ala) « A(b) = Afab), (A{e]}™' = Afa™),
A(1) = Iy deci M este grup comutativ. Tzomorfismul cu (R, ) este dat de
h{Ala)) =, hlAla) - A(b)] = hlA(a)] - h{A(D)], h este bijectic
1.499B Dimensiunea spatiului V' al polinoamelor din Rlz| care au gradul
cel mult 5 i ridicing 4 este §, o bazh in V' fiind daté de (r — 4), 7(z - 4),
2z — 4}, (2~ 4), 24z — 4) un polinom f € V' are forma (z — 4)(ap +

1 Ina 0
1.498B Multimea matricelor M = [A(a),a € 0,00, Ala) = ( ¢ Fn )

15 STRUCTURI ALGEBRICE

| a5
m:.v+wiﬂ"' +a37” + ayzt),
1,500B O bazd In spatiul vectarial § o i
o+ 2= K []_ﬂkf—l!l{'ujl 0{9.2”1“2-—- (2'[]'1)}. Bc}{:"iﬁ‘:} ERS 4 ecuntiel
fg,28—2:2) = 2L, ~L,0) +2(0,2,1) g Ohutile e scriu (z, , 3} =
= 203+ Y1, deci S este generat de fur, v} e (.1'._1‘0]‘ Shibriaihe
1.5018 Di.mcn‘s.iunea spatiului vectaria) g) fistem ]mm- tnd e
wte 6, 0 baza fiind formatd din matricele matricelor simetrice din My(R)

élgg A o 00op

At = vAm =101 ¢

i e 000 ,Aw—'(ggo s A =
1

0 00 y

: cls 0|.As=]00 - B i

1 » A1 0], gy = 001 I 43 gy
000 1 00 019 vl 13 8y ey

apdn +ouddie + 13415 + andy 4 asa

1.502B Mulfimea N a vectorilor din RY aa +q,3_-,A33 ‘

flz42) = [z—y,%‘—z) 'este vectorn! nul (nucle] lmwj“;i?!:m — B2,

K={lz,z,5) € R¥}. Din x_y'y-:zﬂaz=ﬂ=zdeaerf=N}m

1,508 Valorile lui o € R pentru care aplicatia f . g2 (z;‘ B} EN.

(o + ¥, 2 + 3y) este un izomorfism linar sunt % = R, flx, ¥ =

3 e
i (00) se roduc 1a (0,0}, deci nuckeul NV al b § e ‘hv:tq%n:inf‘".‘* merg
0): sistermal

Ty b are numal solatia b a1
= ‘ ujla banali o =
m+3y=0 t:«a.u.m'.\._l2 o |=3-240,
I]#%

504D Precizati perechea de functii v % -
:aﬂe vectori iini:alr independenti é:p;;:?mm;mﬁu!?{;} =IE‘, - :,11:
Luim U[(}I—}s:r et ;a ;:,II\ 3 fh ?ji ::tim liniar independenta: ae* +J:9;e‘+l

=0=(o+fr)+ye* = i = i

;’mdwnd” A 10+ 5z =0,7=0 (altfel = = zee
1.505B Dimensiunea subspafiului vectorial P = {(z,y, s){z + y+2 = 0} c
Rleste: F = {(z.4.2) = (2., -2 —y) = o(1,0, 1) 4.4{0,1, ~1}}, deci P
este generat rt- vectori: liniar independenti vy = (1,0,~1), w = (0, i‘ 1),
1,508B Numiirul masxim de vectori liniar independenti in multimes soluiilor

. ) -y +2:+4t=0 Y
sstemului { o g .= e Solutilleseseriu(z,y,2,1) = (}e—

1 1,0) + (=5, 3,0,1) deci vectorii v1(1,7,3,0), vy =
(~5,7,0,3) gene spatiul solugiilor, sunt independenti, dimensiunea
spatiului este 2 dect numirul maxim de solutii liniar indepandente este 2
1.508C Pe mulyimea Ry|z] a polincamelor de grad < 1 cu coeficienti reali

T I i PR, T
]I,gt‘r‘gf.-.f-_.
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- f—artbg=cx+d= fag=p_
4" 5 n gt gstfel: .f it (R

— aclp+bd—ac. Atunci (Ri[z), +, %) este corp g
(a+c)z+b+d, .2 ':; i‘:*",;l {:]cz:_e izamorf cu R? deci problema se Teruce
hmt;ul Iui 24+ i o) +(ed) = e+ e,b +d) (. 6) = (c.d) <
l:da Lueam;d o). S ifick ugor ol R? cu operatia * este corp g oy
(iad + be = ac, bd — ac)-
inversul Iui (1,1) este {0.-1)- 3

1.509C In My (Zs) ccuatia X = | 7 §

- P2+yz (2+tly ) _ (3 3
(: F)‘xﬂ=(: i’)(z f)s({x-&:)z gi—ryz) (,j ﬁ)

z ¢

definim operaiile "

are doud solutii. Notand X =

se obyin ecuagiile 1° 22 = <L 2"j£=+y= =33 (z+t)y =3 4° (a4 t)2 =
ate. Trebuiesc verificate toatemmu_telqe. Pl
Putem sves numai 27 =t’=ﬂ.1,i_m 1%,2°, Darx
g, 80 ==, ye=nedisolfiar=t=y=1z=2
! i i e T@ Y = Mmr +ny—1

. UCSemmdcrﬁpeRIegnledempnm;m,r v s gt
:@ﬁ: =gy —2r-2y+p. 54 se determine m, 7, astfel incat (R, 9, ©) s4 fig
corp. Elementele peutre ey, 2 I8 @51 O £y = MT+NE ~l=z=m=,
e; =1, 0re,—2r-legtp=73 o(2e-8)—2eatp=0=ea=3 =F ey
p= 3 Din comutativitatea operatiei @ rezulti ma+ny — l=my+nz—]=
m=n=1=4¢g. S
1.511C Fe € = {1,357} c % H = {1,5,7,11} C Zia familiile el
mentelor inversabile din inclele Zy, Z13. Atunci @, H sunt grupuri relatiy
Ia {nmultirea claselor, sunt izomorfe si izomorfe cu grupul lui Klein. Con.
form tablelor operagiilor, sunt stabile, elementele sunt idempotente 2 — i
zy==Yo,yzs#yFz# 1. Tablourile operatiilor sunt la fel structurate
ca la grupul lui Klein.
1.512C Inelul M al matricelor pitrate de ordinul doi cu elemente in inejul

6 d
claselor de resturi modulo 2, Ma(Zy) are 4% = 2* = 16 elemente: ( R )‘

(EEENG (1
(GG

=0 nu verifies

)2)
J BB 1
13 ) deci cite grupe ordonate de cite patru elemente 0 si 1 (cuvinte
de 4 biti), deci 4% = 16.

1.518C Elementul simetric al unui element = relativ la leges z+y = {36t

5 STRUCTURI ALGEBRICE
: krad

7.1 € {al‘x."} A\ {1}, pentrun e N'-\ 1
[-'I?F =y V%, Elementul neutry ¢ - ia} em?t:ﬁnéi.:@hh‘};;m
T log, e log, llog, §F - 1) = =r= 4 s
]("j,;hizﬁﬂj““,f:ﬂ“ym‘?: ] 0e= i simetricele: b4
SUCFie G = (0,09)\ {1}, £+y =299 o lege gy
:E-' «) este grup abelian z + y = gnl=!"¥) _ é:!fhn
. imetricul = &l lui 7, 7' = ez, !

1,515C Fie K §i L douk corpuri comutative g f . i
ele. Atunci f este injectivi. Un morfism de cor

compozitie pe G. Atunci
element neutry numirul

= L un morfism de

: i de

o ;

=) 8 M) =11eK el
E;D{If{y;é L la inmultire. Rezultd f(0) = ¢, !{J??e—n;a?qm
Qrice morfism de corpuri este injectiv [15]: fie e K, f{:;} e }
=3 — 2 presupunem = 7 0 deci existd 21 - f(g) = f(21)_ f(p) = 0.
y=f(1) = fle") = £@) (™) = 0 (a7) < 0 contradietie, 1 4 0/,
1516C Fie (G, ) un grup arbitrar ¢ fie H gi i douk submaltimi in C: dack
( este finith, atunci H este subgrap & H este stabils |a owﬂiim‘ i
adevir, fie H = {ar,aa,. ., a,}; atunic {a%,niu.;‘gmsmmh} S0 e
aisti 5 € {1,203,y ) estfel incit a10; = o, rezulth of elementul newtru
aste ay st deci apartine lui H. Analog se aratd cf orice slement din H are
smetricul in H.
1.517C Mulgimea matricelor de forma M{r) = ( 2(21—_‘:] 2:1—- 11)‘ 51
0 formeaz4, relativ Ja inmultirea matricelor, un grup izomorf cu gropul multi-

-3 N |
62 6 . Putem scrie M(z) = I +(1—

2
A 1 -1 1 -1 B :
z](; 'i) (2 —2] =.-(2 _z)qaaplmimfmmulaluli‘lew

wn (A + B)" pentru matrici. Mai ugor, direct M{2) = A = ( _g ; ) =

. 2
-1 1 1 5 e S I =3 5 4 R v
h.{.(_z 2)=I1+er}32—(_2 ?)—(_2 2)—3,3 =B

10
doci A5 = Tp + 5B + 1082 + 10B° + 5B* 3 B* = L + 31B| 1)*

n( 2)=( i ) = )

licativ R”. Atunci (M (2))* =
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a7
) St awﬂ_f[xjfﬁr“r@-f-ijz_'_i
e ',Miﬁmﬁﬁﬁgﬁﬂlﬂ} =1, /(1) = 0+2, 7(}) =§::
Z!I_‘] Hﬂ; ke I-F.i; J'{ﬂ}'—"l #ﬂl | este ireductibil pentrua =3
e ,plkgﬁjw;.h?«ndemiiw 8) J(5.) = =+ 4%y
}.mc Hisee bl ) Flm) =+ U &) fmy) = =25 ©) fley) = gy
(mp) = =2 =Wl & A0 e finiard este d): flale, 1) + bz, ) =

?(.fi’:;“é,’i: y a}xl} et i) = o(=%2) +(-22) = af(z,3) 4
b.fl:xl:li'}v St L e a,plicé.yia I R BRI 4]

3 r =
1.520C Perechile (m,7) € Pmummffa-f — 3f sunt (m,n) = (1,2) .;au

verifich ;
{r,:zn-;.:!{; }.}j‘%gaﬂmea e scrie (f @ f)l@:9) = f(ma 25 ¥, 27 +ny) =
(m(ms +3) + 2 + 1, 2z + 9 + n(@z+my)) = (m" + 2)z + (m4
) 2(m+ﬁ):+{2+n’}y} = (3ma 3y, fr+3ny) = m*42=3m, min=14
"f::»rn; _'6. 9+ n? =3n deci (my7) = (1,2}, (mm) = (2,1). Altfel, 5
;mte folosi matrices lui f in baza canoic: flz;y) = (ax + by, cx + dy) are
e o b, = A% = 34, ete,
matricen Ay = cd)m.rfaf 3f = 43 .f
1.521C Matricea Ay asaciath aplicatiei f : RZ— R, f(z,y) = (2z+y, Tz~
%) este Af = ( 2 1) flag) = =00+~ Sle1) = /0.0

g -

(2,7) = 2e1 + Tes, flea)
Ay sunt coordonatele transformatel

=(1,-3)=1-e1- Jeq deci coloanele matrice;
or prin f ale vectorilor bazei canonice

- 74 bl
[ena:}inraportcumaatibm.%;: SR

1,622C Aplicatia h = go f — fog unde [(z,y) = (Qaty2-v), glzy) =
(y. 7) este datd de egalitatea h{z, y) =3(-y;z): lge )z ¥) = g2z +y, 2~
y) = (z—y,2z +g), (feaEy) = f.2) = Gy + 7y~ z), (go f=fa

1 0
g)lz,y) = d(-p.x), Altfel matriveal Ay = o2 )! A, = ( - é]

-1 1 2 0 -

Aw—fuﬁﬁg-ﬂr-ﬁrﬂﬁ(; 1)‘(—1 1 ) S (3 3]
deci }l(.‘t, v =0z —dy, 3z + Oy) = 3(_11'!3)'

1.523C Se considerd in planul P = R* un sistem ortogonal 2Oy i dreapta
D -3y =0, Pentra ofice punct M € P se noteazi cu M proteetia Tui M
pe D). Sil se determine matrices asociaté aplicagiei liniare F : P — P,
F(M) = M’, relativ la baga canonich din R?. Fixlim M (o, yo) s in-
tersectim dreapta I : y = 2 cu dreapta d prin M perpendiculard pe

15 STRUCTURI ALGEBRICE
ara

poy-W = —2(z — =p) 5l obtinem M Qe
= g2z + vo) deci aplicagia I este dmd:;‘(‘ﬁ“;mh(f =00 "),
. Ty

oy matricen Ap = ( é i )=g(; %) s i=+'Eu‘§=+h}

{BHO Porschea de numere (5, o) € BA s moe )
satrice asociath in baza canonicieste 4= ( 1 21 RY S R2 g
icati ~q | verifick relatin 1o
i+ o (I = splicatia canonicd) este v 9}2 ? L relatia fof —
Rt triceal aver

Ages -——:phq;- -:? =+p-4,r+.qu sau ‘2 -lg (e %
=4 p=-2P+9=5 a="T Altfel sogerin $fa

) (f o f)ew) = P2y} + qlz,y) o se obﬁm!i: T

(fof)(z ) = (5= —dy,~dz + sislemn din ecuatje
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Analiza matematicy

91 Numere reale, Progresii. Sirurj

2526A Sirul (7a), N dat dean., =22 9, L, L

[z, — 1)? deci este sirul constant 1,1, Ir_l]_‘ 7 '::n .:;:(‘:}:::‘ Tnyy=1=

3 g o) + ,. b .

3.526A Sirul Zn, = sin 5F este periodie o perioada 8 invalorile0, {7, 1, 2

0,42, -1, ~* aduite cinci subsiruri convergente este corec ) Sl
=5,1= -2, cit esten?,

1 aritmeticd are o) = 23, 0,
n—-1)=18 n=10,

=01+ (n— 1)1, 5= 23 4 (n - 1)(-3), o

52BA Daci progresia aritmetics are oy = 3 o 1

;te rgin? S, = (S 910 o L.,_M*“‘", n':.“m, 5 i' i
310=3¢-3;'—9'1L1=‘.-r=4.A ELRILS Oy
5294 Tdem ca in 2.5284, a1 > 0, g, = 18 1= o .y,
ijmuim in-formulele 5, = &3y, 5 _ a 1.5,.2_“115“ ﬁ?l: m::! ay §in.
lo + 18)n = 178, [G-_.Tﬁnlansgmmlumu1=4’ﬂ=s. sistenmul
2.530A Idem 2.520A, pentrun 2 5, ay+ay = 16, iy =Wk s
gsiviay =061+ ag =05+ 65 =0+ 48 = a +'+n;+dm3rumw.
affo +4r) = 28, 2r =B - ay, 7+ 201(8 —4y) =08 g =% r=14
2531A Dacd a1, 0y, ., este o progresie RN AR A
gim =0 cit este suma S, : 0, = ap™ 5B o 1980 = pis Lo e
ay- g___l. Sg =805

25824 Idem 2.531A, ulaldfe en >0, n =3,0y=0; =138, §, = 291 § 6 cere
tmi03 = air%, S5 = a1 75, 03— 01 = ay(r~ 1) = 196, Sy = og (24 -+ 1),
sl = 81 = B o r =360 =170y =188,

3358A Tdem 2.531A unde o 40+ ay =126, oe g San s 2106 56 core
a1t itarr+a Tt = 26, ayritairdfaar® = 2106, rd{arayr-+age?) = 2106,

381
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A6 = 2106, r! = =81 r=8a=% 33-1458

2,534 Termentl gem al sl 'y o 7 -+ Lt pentrun 3 g

.- definit pentry p, 51

36

9.536A Termenul g;euwd al girulut 2,3, % 7 5 - definit pentru a3

,,_I:d 2 5
o=l Gl O+ Chd ., =g
Denarece Gy + c+ Gt
. 5?73 Gt LB = laste constant.
S5Seh Bl o ot ete pdic de perioadk 4 i ia trel iy
fg =1, 05111'0 :'i 0. m eci format din trei subsiruri convergent |,
¥ g Wy
limite diferite.

sastnel,2,3,4,5,6,7,9,10,10,10,... 10,/

2.539A §irul an = min(n, 10}
aste deci convergent, aq — 10. oy ;
2.540A Se considers multimes A = = {sin1,zin2,sin3,sin 4} si se cere max4
i min A. Rgprezammdpe cercul trigonometric radianii 1,2, 3, 4 se obseryi
cf sunt apropiate ca valori (dar mal mici) de §,2%,3%, 45 de unde rezuli
% ein? > sinl >0, gind < 0 < sind, deci max A = sin 2, min A = sin4,
2suAvuonmiuineprmm|ﬁ:‘z i|> fi: AUns T.m>~ﬁ.
dn+6< 10, n<ldecin=0 ,

2,542A 84 se calculere max A pentru 4 = { ymEN"; Pentrun=j
avem evident max A = 2, deoarece "=l < 2 pentrun > 1.

2.543.& Dach £;; £ sunt erorile absolute in apmrlmknle 7 =~ 11.1 51 respectiy
%~ 90, s se evalugze £1,£2. Dmnreoetz— I’T — 10}, ez = |£? — 20| luind
e 3, 1416, e~ 2, 7183, rezultd £ (F,z;cs

2.544A Fie sirul recurant tasy = St +2 00w # 3. Dac (uy +a,
este o progresie geometrica, sd se determine valoarea lui o Conditia dati
Be setie (i + a)? = {1+ 0)(tnsy +a), unde wn_y = 3(u, - 2) int
tUpg) = Iu,,+2de:au 34900, = oty +iins1 )+t U g sBU ul -+ 2, =
= a[S{u“ 2)+ au,ﬂ—!] [3[&,,—2} Gu..-r?)] Rezulti (§ 4 1) uy -
(o +3) =0 decia = -3,

2.545A Girurile {ay), (B, (e) definite prin a; = 2001 — 667n, b, = S g
By ["I}""'“'m“n-ﬂ‘ﬂn“‘s‘s?, bas1 = —}bn, (a) este progresi
aritmetici, (B, ) este progresie geometrich jar () nu este progresie.
2.546A Termenul general al sirului definit de aq4; = a,, — gy @ =1
se abyine scriind egalithten 6y = oy — gk pentru k = 1,2,3, .. nsise

21, NUMERE REALE. PROGRESIL Siapp

483
gdund. Rezultd o, = a; — (TL+113+ o
2.547A Muliimea punctelor de acumularg gl s ’i‘ =Tj "'m
g} = (—o0, — 3) U (3, 00) este formaty dinAu {__3 3} deci m{;ﬂE R{;g =
o itate,

9,548A Domeniul maxim de definigie D al fyn,
ohiel flz) = T+HE—6yT—1
i

wte evident D = [1,20) deoarace flay=
2.549A max A, dacd 4 = {eos1, mg} WVE=T-sp- lVz=T-3),

cosd

ca pentru 2.516A, figurand radianii 12,9 45?;;‘:::3}“““1 Procedim
2.550A Un sir de numere reale este convergent Mtﬂmumzt
subsir al siu este convergent, 8 numai dac orice
2.551A Valorile lui  pentru care girul Falt) = et
o progresie aritmeticd: 2f,(t) = fu-l[f} ¥ ) ggn
sit= 1. Se obtin progresiile 0,0,0,. fwfl( A x
9,552A Suma termenilor progresici gmtn:;'_ll ‘I‘ 1) ck t!*v s

PR TR te Sy =

e+ (1) + (1) 4+ (1) S SR LT
2.558A Fieq € R, an = ¢" by = zﬂk- Sirul a, este convergent < [qf < 1
=

sau g = 1. by = gL este convergent [l < 1.

2.554B Daci (a,) e‘stp O progresie aritmetici i a; + a5 + a5 = 51 afiati

S— a3+ a4+ a5 + as - ay + (ay +47) + (a; +8r) =51, ay +-4r =17 de iinde
= (ay +2r) + (a1 + 3r) + (& +dr) (o +Tr) = =4{a1 +4r) =4-17=68.

2555}3 Dacii ay,09,...,a2 este o progresie aritmetich n care g = 15

caleulati § = a1 +aa+ ...+ a9y, g = u1 +1ir=15 8= oy fay 1)+

(@ +20r) =2lar +r(142+... 4+ 20)= 21{n1+10r) 315
1 556B Orice sir crescitor si mhgu:ut lite convergent.
2,557B Determinati multimea A a punctelor de acumulare ale mul'qu'rm

He

B= {sm (— + Jl ne N} Multimes € = {sin %} este un gir periodic,
de perioada B, cu cinci valori A = { 11"?.0,%.1} ier multimea B este

un gir cu cinel puncte de acumulare (puncte limits) tormai mugimes 4.
2.558B Multimea B = {1 = o8 HneN} eateunwperiodlccupmnada

12 cu valorile succesive (l lr 3§ % 0,- 1} )@ 3? -1, -Jés- :?

0.1, Aé:, ¥, 1}: decim=minB=-1, M=maxB=1.

2.559B Fie (z,,) un sir fixat. z, este convergent daca gi numai dack gy,
Tinit, Tan SUNL convergente: o, M 2sn § Tams) N s, au amindoua aceiagi
limith cu Ty, §i aceiagi limith cu Ty, §i Tantl

2.560B Dac suma primilor n termen ai unei progresil aritmetice (a,), N+

€ [0,00), n € N este
=t" L+;-+1 i=0
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. . urmiitorilor # termeni, si se caleulaze
este B ﬂsira‘:;: dmgum; = naj + I"m‘—liu‘z-_ San = 2nay + rwn‘—-_i‘ztga
é‘?i'= s i _igBnt =,
r='~’¢ng}=%_-ﬂ?- lo+y+z =8, 24y te

: iplstels (zyy, 5) care WHSCE SIS ST ™ Ty Sy
S'EM‘BW z=)=2[=+!¢+z):’ {z - e (y=z}?;
Avem 2(z ‘_"? -Eeu metric, plamn] este tangent la sferd in punctyl (114)
2= (0.0,0) Ia plan este egals cu razs ferei V3. Altfel, elimipgy
distanta de 1s (00 z+y) ety =823y +3 =g 0,

gt 5 =3
Y, = = T
_ St/ =__L~@

9{3_3]4.:3-3:4-3:0‘ ya=

deciz=1y=L=2=1
escitor fi0 B — R, [ crescatoare, g descrescit
2.562B Fie (on),cN & 5 n & N7. Functiile cresciitoare pﬁstmﬁ

Cum sunt by = f{on), & = 0(an) 1 S .
litasile, functtijhdescmscﬁm inverseazd inegalitatile, deci o, < Byt

by = flan) < f(ams1) = busts & = F(oa); flon+1) = ensa, deci by og
creschtor jar o descrescitor.
25638 Fie o progresie geomerich (aq), N €U 05 = 01, G11 = 1647, g4
afle o7 0g = yrd, 011 = agr?, gyt = B1, ayr’? = 1647, 76 = ]_E%—? =%
r= 3,&5=?.5?=01r5=§'w=1§:}: ks

92,5648 Domeniul de definifie ol expresiei E(z) = (Inx)"* este (1,00)y
{.g“%}, m impar, dec an gir §i un iuter\'ﬂ... e

2,565B Punctele de acumulare al mulfimil ({(=1)"%57} 7 € N) sunt 44
i =} deoarece (~1)"5l = (-1} + GL — 4.

2.566B Progresia aritmeticd cu termeni pozitivi are primul termen pe g
rafia 7 pogitive §i din ans1 = 6y +1 > an rezultd ¢k (a,) este un sir monotoy
crescator,

2.567C 2, = $12l — 0 deoarece 0.< |221] < liz — 0.

2.568C Fie f: R — [-1,1] definitd prin f(z) = 15, floc) = 1, f(—oco)=
—1. Ficand graficul, se observil c# f este bijectivi, este impari, crescitogrn
f74) = o5 SN (-1) = =, f7H{1) = +oo. Expresia lui £ se da
termind rezolvand in raport cu z pey = 35 (¢ > 0), y = 1% (z < 0) 4
schimbdnd rolul variabilei pe y ¢u z.

2.569C Fie (z,), - 8, € R ungir, £ R — R mérginiti pe R 5ig: R
R monotond pe B, Cum sunt sizurile b, = (f © g)(an), cn = (g 0 f){a),
n € N. Deoarece f este mérginit pe R, f(an) i f(g(0n)) sunt sirus
mirginite, deci 5 9(/(c,) esta miginit.

2-5?00Fie.!=ﬂ};i_%l_:.zllxe (0.1). nz—1 < [nz] € nx, 221 < l%zl <%

2.2 LIMITE

ek g@ <z deci lim .{Eﬂ_r
" n—t0 =z
2671C Aflati a, dackia; = T G
caracteristicd asociatd giralui 12 _ 5. i =‘ Uit ~Bag, n g N*. Fouatia
deci @ = Ai'; 4 BS’[‘. Punem conditiile ai= :;r IMWIE N=3mn=3
3:%, £.l.,=33"—-§2"=183'\"3__2n_1l quﬁmﬂﬂtidz_i1
2,572C Termenul general al girylyi ¢ £7.11
iferengele intre termenii consecutivi formuagy - L 21¢ PlOBrietates of
225142 Se verifick grila i €436 0 progresie gz
] grila direct. Altfol, seriony o i d;-?ﬁci este
conditia dats:

— t“ﬂ_ﬂn—z‘i+(an+2—-nn_,_l)

&=

Yot = G2 —3ans) +30, —g, ;=
it recurent cu ecuatia caracteristich +3 _ 4.9
:_nre ne dii an = A + B+ COn?, q, :2, ::—.::3;"_1: 0, (,._HIJ: -0
B=0O = § din sistemul A4 B+C =, A+25+‘4;:3:41QRM"“ A=1,
2,573C Marginea superioard M si inforigary LEp _1' "'31':'_+BC=7,
e R\ {1}}. Evident M = 400 (pentru z—, _ \ multimii ;@Eﬁh 3
gL P S et « TR M geriem conditia
ca ecualia ] =Y In 2 cu coeficienti n y (y parametru) sk aibg ridseret
reale deci A, 2 0: 2%(1-4) ~2(3429) 43y A = (349 i
-9 20,8, =142y >0,y> L detim = - +My} ~d(1—
graficul R Altfl, facern

9,574 C Fie girurile z,, = {u+f_n-— h-)q'—l ﬂlﬁl
o E Ik (ﬂ.ﬁ' qE R % 1
Fze r q )

Secere gn - 4o = 3_(a+ (k=Lirig~ =a. L= Tk 1)1 =

1= qﬂ o L8 i el
“'1_—-'q_+ST' 5= g+20°+3¢°+.. +(n-1)g-, S-a8 =gt +e'+qt . 4

¢ =ln=1lg" = fit&"q:—l—(“-l)q“ =5l = (=)t =g =

N =1 2 S = =~
l—g-a[(n—'l;q —ng"Y] deci !"n-—ﬂﬁi—rg%;
2.2 Limite

n L
2678C o = ey = . (- wh) =d=d#i=bti={+. ot

X i i 2
- rt - =lom s
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& ey

¥ !

{14243+ ) o M
ﬂim‘& ,_‘,,1_54.2;.'.33_,. s S (@)
. n(l+3) , X
9,577 A Stiind ¢ lim n{ (a-l)=hoelim ——— =1= lm g‘ ‘.’,:.
e "”“5 2 - II:‘:AI::EEF (a,b,¢,d > 0).
o=

WW .
= 1J.

2,578 Hmndn——hm—'f"'—l(h“‘——

2,579A %.(JM m— ﬁ) =

ﬁ‘jl "\'.'rtl. " ,\_:

2 »
7 13
v’" 1"—:»13 N 1—:—:
25814 lim 2R im — |,
7—ni+h§+in _,,,( 1-2-21)
5824 lim ValFl+¥nt-2 ,:;._!_;' iy
s Mh& n+l
-l iy
145+ 1= RV ]
:hu Hm —;;JI__-% i ]u'J;:._]_l-"' . -'l.
fi—20 | 1.1.q ﬁ

1 1 1
A lim =
MEppges 11514.2::.%: Tvo=- !

0

aﬁm]lulg?a" am,-aén_gm {j;fu

2.585A h,ﬁgﬁ%g“&%{'} i

ABE6AL= i (a2 VPN FD) = 2+ lim _+_+3%
"0 4 Vnd en4d

99 LIMITE

ﬂ(—l—-%)
a4 lim ____?‘___l' 2y
—'Fﬂ_.mﬂ(l+vfj+%+;3: 2=§.

L
287A 1= lim = ""_L ﬂznm(znq o
fi=s] -

-1 -__-_____):n"i'{ﬂ—l]:
hm{z““1+zn:+ +z’+z+1)"n]

- 2_ -
saseh 1= lim ool T <0 M = gy i f(e)
M= ,lLrEnf(I-'-q““ =), e L

I
m—1 {hm 1__

=0 g(x)| <

2,589A Pentru z, = (V3 + Vrﬁ}n_'_(\/- \/’j]ﬂ s ’
culeze m

= lim Mm
= Zn " (VR VIR S GASE

_\,’ﬁ-r \;’E-{-(ﬁ%ﬁ g
n—oo 1+ (%)
2 n

9.590A Fie f(z) = 75

=Vi43,

yOp = j,:‘nfrzmain ="E°3=““:“=i£“;,ie““"

1 —2-3ntl ot =
= li —- — 2 .
“1’_’3;: 1—e-2 e?-1(1+=+= +"'+xn=!_i!_:1).
3BOLA I = lim (v/=+yE—va)= f =4
:
144/

n

1
+ P
: T i ):(k it )ﬂ.ﬁ
2.608A Sirul re urﬂmu,ﬂ_mun ﬁm § "

=3 < Va+é \j_a, unl(n":%""<2"13"'24n-1<
) _ﬂu+11mirgim%+1_3+mm

3+?ﬂn. an = vI+ Tany <VIF
aii=an T I_l'. = i—E-J—"'E Declﬂnmlhmll.l—n%ﬂm

2.502A o, =a

’li_n:nuf,._.:!"' Jim (3+ 20,) =3+ 2 de unde | = 3,
2
=Rty sz
2504A lim " = lim (%) _1

0z’ +ricosz =-01+cosx 2
25054 Printre irurile: ) 6o = (1)) o = (%41 ¢ ag = 22,

Bon= " +Lie)an=(§4(= 1}") f}h=unumic] = 5—7—
verificd ,,ﬁ_‘_"l G I‘iu& |an]s dmuaee|£—;1~l=_#w{}.



WH% %-}‘f}hg- ={
wah(l-f)"""i'*[("ﬁ) | ot emach
ﬂ‘d::‘n:‘nm’;n_‘,’ii:zn=n

2’ = lim 28

P e |
o —ooib) i lim ¢ cos  ou exist, )lmb - "—-122{2—2}=§
= - ﬁs;

3:'-—
de)MWﬂ--—Hwe .w_u—ﬁs
zmhn.ugﬂﬂx}y(ﬂ 0 dack lim, /() =0 lo(a)] < 1y
A MH‘W anesteﬁmtiﬁdau,aa:l{]]m:u

= 1 ] 2
h"(‘/’.,.TI—.-a )=oo:0dacka =1), dec lim 2= lirg (VT3

1+
n+1l = i - =
Fntldn TEUI4 o4+ ]

B3| e

n]-.@gn

_@ = l rezultd e { =
m

2,602A Utilizind rezultatul lim ==
y==1 ¥x-1 y7-y

(_l-_@_(l.i%#—- lim Rifaden

Hq e wel T—1 =z—1'"" zF

1
=1

clnfl4t) _
0030 i (e~ ) = fm S -ty -
2&" e 3{2)_3 _E(( -
2.604B [ = lim 3'1'211" :]Lnoln ( ) +2 ) 0, -<1)
. In{i4er+a?) IIII1+{M+$2}J az 42 (VEThilh
mmm nhﬂl ar +z? T i
.gmml‘“”} sk remli b= 1, % = 2 deci =1,
—gtes e"-“’(e'"“_“”—lj sz —tgr
I”&B!sﬁﬂﬂs gtolx ;hﬂl sinz — tgz sm?z—tgﬂ;-'
sin2z— tg2r l—cosz 25in 2 = 0
1) =2l Ty = e = ¢
mmumn‘[¢n5+bu+l—rz} =

hm n+1 =
i O T O T e
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na-l—l(s* l}

2 (Vo8 2 BT,

a=1b=3at+b=a

; l—a-i-u’—-a‘.;.
I=lim ————— T % (-aj
e e L ot

+ I8

Ijm

dach fal < 1, [Bl < 1, -ﬂ}"ﬂ-.dwl_.nﬁ“‘ {é a. -
arcsin 4/ - 51*.1-&(0,

2,609B Duc:!l—hm\—/i——].;—(__—jnw:, arcsin
e—-2 E—T—“F

e e
ln( )

e=1)= \/'(lma———_glgﬂ “'!-! =1).
# nE ij !"“
z.ﬁmB!=}i_ﬂ_,-‘_(E—arctgr)rLﬂ‘g"Tw——'-'. fim 100F ~ aretg 2)

“lo

I Toarcigs | i:_;i‘ . 2 4 hs -
= —— = lim : .
R =
e \}_ g B 2
: a i :
2.611B [ = lim (tgﬁz i 1) = B o
1[ " T 1
 c g— 2
AT o H.“a o
SRl =it 2z sin® ::+1
2.61 _r—mlﬁcoa‘zt+1 T_"; hu’:m
gxistd, | nu e:mta eR
= lim SR _ g, B CORTHEICE (AN
Lo13B = G 1 neosnz - n (<1 = 21y (wther

. sinmtcosmn
= v Y
n

sinm(m + 1)
= i=0 sinn(m + 1)
o7 g8 +2 aresin g
mi e
2615B 0 < |lim (sinz +wsm}e"il < V2im 'm (1—1)1‘4 <
=00 Fyr i -
< =H_l?;'c e"’ =0 {dacs |g(z)| < M si lmé flr)=0= lim ﬂ,m,] =0).

. g 1
1 Sy
2.614B | = Iilm_l.J: +2) arcsin — T

lﬂ‘lt—‘

a,mTa (1 +at)(1+a%., {14.“?';-“1.,,,[1,
Jimm (1- ’}(lﬂ’)(lﬂ‘} —“1‘_':.“_5%,[1-

— @ meeo

2.6168 lim (1 +
n—s00

a1 +a)(1+a?)... =
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390 s
1 _af)a+a’). m (1 — g3 ) 30
= i nf1-d = T—ann My 12— ———. Altfel aplicim jin YFFT-
EREA)- =1 . {l—as"ﬂ)sl L deoarece fa] <1 2 mhﬁ‘"‘}: :

FJ(I.].gi g n ] /5 1= lln% (j‘;___ V('Z‘F_—I_._]_ 2) "
T+ im % i 22
&ﬂm j_-_ ]].iIl ﬁ(\/m 2y \/'] =z 3_623]3 ¥ '!irn R n? 4o \/"‘,l‘gh-} h
o = im
A o

i L ¥ Al
=% oy 6 iﬁ”-; ’%mﬁﬁﬁ Jd“l’”[\’“ tntn VR TEg (1
:-w 5 VI+z— L 3
Altﬂi!—ﬁm"a[ - 7l = = tim 2 VIFE mﬂh A
E T ———— T

"i’ = lim ————— 2 = Wz I_%‘_'E ﬁ) 3
= 24 144 3 s Dage S T =
;I!.?nwu iyt Jf ws ETIER S r m(ﬁa—,ﬂ |+2J( E Ve 2.624B .‘1.‘.1_5}0 sinde nu existi: vy ef-1. 1 3{:,,) 1-+. 01

n fm_ne Y sin2z, = sin(2nm + ﬂrcﬂirla)_-.u_.a oL meNs B = nr 4§ aregin
29,6188 = lm n&(m-n\f} ey} __—__:—__"--_,——-] T +ging e 1_'_&;__'_'“" 3
Iy 100

3

1
= gialt-

Gt

o "“-‘ﬁ“-l-l-r-m/' 7.625B [ = llm_‘fCOﬁszl-uc-l_T__f_;_"l

a3 ! = 2.626B Daci (2_\/‘ =g
: ; : Unv/B
B R T+ (fod T+ 02) e . ) J_ nV5 68 se calculege hm—-' @-vBr =

V2 o ; Zp—Hn V9 = Tn = G2+ VE) T4 (2

= _________:_1____'____________ = = Cu regula VHogpiy 45N @=v57) hn = 3l 2+\/-]""{2 VE)"
S R 1+||.|'1+-1-:+\/§} —'"“—-—rl+( = d) |

Lbart 3¢ L hm-“— h'“ 7 =1 (deo fo o

e -3 % Un i (%\ m“]:ﬁ}“u =0 daci lof < 1)

asociem functia f(z) = X " i |

sasBa..-rm:.“ﬂrnTnih"—l i ”"“<1=-0< 2.627B Anelog cu 2.616B caml g = §; &'&.,T[(H—ﬁ):
an < a —0il<a=0<a= Wﬁ'n—-&-—'o
b “ i rler i
26208 ! = hm_&"_f@iﬂi\@: lim (—? '7;_?{ -E—A? .1‘!,? 7.6288 Notam n.n-l_zr..m=1+z“,‘-';!=m(1+=n}‘ lim?-(-rf_:l]__
Ti=sag o

244 r——a
:’_\fllr’ :_V T —-.'L = lll
Altfel, notim a=—ﬁ,f:hm( - ) ].1n'1 2 A Tl + 2m) &
ﬁ = = 1.t
B V_QM - 26208 a tuy = JI+al #n;zf’aa ‘f_ﬂ-t '\/Empﬂn

inductie @n = v/ = ans 1“V1+( M =TT

2,621B 1= e B e R *T'—"' 1'
hﬂ;{ Vat+0-yz+ib 4{/{:4-9\5 T EY/iz+amp ﬁ“]lﬁ
ﬁﬁﬂ -

2.6308 Fie f(2) = In(1+3) siuy = ka} atunci lim v, = lllen(H

Altfel: | = = i notim succesiv { = T +3, 4=
z T+ ' n
—_— - — 24 2
:1 ,; VT §)= lim n[I52 = Jim ln(T i3 ...-;:5..“___!,”_1__3-3)=m.
\/:-f-ﬁ,u_ %+9, w={z+25siobfinem spre exemplu lim, lha F B i
w— 1 1 T LO81B Tnsy = §(b+an+a] ), 11 =2y =0, be[ﬂ ileammdamm@m;
" rescate in i i 1
mh-?zwi 25 w-«-rw‘+w5 2+w’ e BrE &0 de 1, este creschitor (prin inductie z.4q ~z, = Hieon = zoy) # (22, =
2.622B 1= lig YLt S VE ( - - ) f 4 2 0) doci copverimmt, T S RS !— sb+l+),1=1- 173
T 4 /0 = al e 1 +
~0\4Y=+17 5/t 1 2.632B Dacéi a, = (1 —n—ﬁ]-(1_;%),_,_.(1_ﬁr)= e otune
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aﬂ- hrﬁgﬂ' EH'L- hm};_m}‘ﬂ m‘_l_:r*l
T
#:g"—alﬂl cos T ==_.ﬁ.
2.633B lim (2-187)
2,648 yh{n-ﬂ) 4bln(n+2) selnn+3)] =

= lm (o+b+=llnn+lﬂ(1+l) (”2) (”3”
—0dacka+h+c=0

'.I-‘h(‘*”dhn y
1 st in— | =0.
2,635B | = F'“;’,@’éms (’mz) i
Neetl=et =t g, T ]
E!‘(—-—-—l—‘ _'_F"-_- =0 2t 2

25> 0,6 > 0; avem 22 — g =

26978 Fio s 5001 = Hent )

—a'= i(’n-—l-s.n.:): >0, deci 20 > /a §i 2n ait

In-1F 1, 2
erﬂﬁW‘ml—xn=§(h+ J —gp=g2 sl notdm | = limg,,
I-HHQ)»F-wdmI:JE. 9! i

!oon
2,638B Utilizind lim ?=c§"% e “IL%TEIT

ntl Y
- “+
2,608 | = (M) abe>0:

.IltmfﬂWP 1}"‘“{0" 1}+ﬂ(0’- 1}] e ‘{lnu—lrm+1n= =
ghm M{E_—nh}a hmu — gimlu=1)  Altfal, ou I'Hospital

h‘-:-;-i-é_'ﬁ)
(u +t"+c') -

@ lna+ b Inb+ Floe
_,.-'5.,-+br+=t _ 3 Yabe.
2.640B Sirul (za) € N definitprin £ 424+ 221428 = 1, (V) € N
este giral constant 7, = 1: n-1=sm1~1n—2=v + 2 = 2.deai
:gz:;:l,§+§+?‘=3=::3=1q&pﬁninduc§icx“—1

=

e gi'fLI:lcl-i-In biine _

girului recurent zn = THg—

49 LIMITE

2.641B Restringeti expresia ¢ = W
: VIT

I =
JaF Tn T = \/_I:areestecrm:q:rm- Eenern)
'{'<‘/a+\/ﬂ|ﬂ+\/_<n+m 'n&n{ﬁlcl-pﬁ.
g+ Tn G Tn = \/‘T“T——_'C\/&—-FE;
:,,+J.=:.:.l+_h< mrl=ya41

Tril

p=a+ll= I—F{E t—#

36420 z = limz,, 1, = Z s E
H+BJ h(!..

mn-rl 2n
ae»tsca-?:»i—hmm?“;-nx
i< VITTT T < Yk gt
hm\v}fclﬁhm(gnj"“_li__ldwke .

ey
9.644C Fie z, = (V2 4+ 1)1 “‘"+5v|ﬁqil—hm“u
b —ba¥Z a0 = H(VEZ+ 1" 4 (B

I
isnm"ﬁiﬂ-i,

=1lgidecil =

. b. (ﬁ—lr‘g
)I by = ![(Vq'l-}]‘—[ﬂ-”uil

1 i._'.. = 1m l_i(ﬁ_)n
= Jim, 3 _"1]‘"1-[_65—1:::?:1‘{%(1'(%) ~ 0 deoarece

lim " = 0 dacé |a| < 1),
H=—sD0

2.645C Deoarece (cos z + sing) = 0 pentru 2, = ng 4. z
1

=3z ¢ i
e izﬁ\f:?sx+3?1n:} COBT + 3sing
e ) Me"{couz+un:]m
[ lI ‘ in | Toies hm|51n:r !‘l"zir
= lim (== e i
2 = l : - 1dmuem}iﬂ=

if.ll =1
2.647C Singurul sir recurent, convergent la () este T fat

o by o e
eSS lin wlr=20orals 23’%"‘(2‘&::1;2) X
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04
I+ k 1
Rtk -, lim aa ==z,
12,0490 Veui 3643B: 3 v =% xg T
ey T m;msgm;mz{ e
2,650C i =7 = 24 Tinal ==l e
1 = lim 1
2.651C hm{n=+n+2}“"; (m‘:m: _nf\l/E_NV'Uq;; 1
dgﬂlﬂtde gy T " e
9.652C Fie sirul = o oa=lz= EE 0.

logy Y22 = log 2" = 1 g )(i )

& T W |uﬁ.'[!(‘1y =
2,653C Din inegalitates (;‘”“J = (g =
(;,:;ﬁ._.J) £ Sttt deci lim Cascl

k=Tn, ohhm
implicd lim e
( == fn+ 1) (ﬂé —1); deoarece lim ngt.
—_ nboe

2.su0ﬁe:=ntlrgnn* i lec?

b h . 5
P~ 8 l}n-}-! lim 2 it (1 )
1)=lnagi Hm p* | Y= " aqg | = f) —,A,TV"TT_"

; TN —and . k=3 [=-lnaiar k>3 l=0c
= — = —] atunci pentru )
Zﬂiﬂlnn(n+2}

JE=Telnfez) + ¢, z€(0,1) il

2.655C =7 astfel ca f(z) = { ot 3 w e [1,2]

ek i 2 = 1, VaT—TaTies 7 @ — Ve 17 = ¢ — 1| pentru g~ 1,

<, decile—1j=3+cc=-1
92,6560 Daca f(z) = 7*~ 93 13-4 i g este catul impértirii lui f laz?iy
s se calentloze { = lim lg[l}ﬂ‘[z}"’ g(n)]. f(z) = (2" - 2)(at4y)
n{n+1)(2rn + 1)
deci g(z) = 22— 2z 5 ng} ZUGE —L—%—ﬂ{h—i—l}.
e n(n+1)(2n+ll_1
Rm““‘“l_“.‘}c'—ﬁ_ni—_“ 5 )
'*"'+Z'-‘“%*-ﬁ.\

BT o S B ) e e MO T k=l
2.657C | = Jim Bt = lim —d=l o
qu ha_'_é{ll]n-i-l'ljml o lH‘l]‘]
Ti==00

e s =k+d=ldecik=1.

23, FUNCTII CONTINUE
.
=1
e

=)~ lom ) wnd g0y
bt gy A )=

21 Devmresn 149,450,

PR ( )“L‘W R
8 '

) ='1 “mfnl=}=.‘ li ¢™=2) _

.. BT+ cosp
2588C 1 = B,

5,659C Fie | = Igllel— %)
{1.‘-21:—{— 3:1‘.‘?+._.

e1-..[_1 -x) L

sideci lim AT (

:12 ni—og [:

i Inle) =
gi=1- 0=

2,660C lim f(z) = 41_'1_::3 {;m’ T

5 0, Tl nﬂﬂﬁ!
1:m e Fging=0.M=0, i;m h(:._-} li tc ) g{.'c]
00 A e (2t sing) s | Jlim e =
2661C | = hm -L_"”"“* *“ﬂ kil S o

oo (2161 5751 (zeag)¥

J© = &% siobtinem = lim -—lﬂfd'._r_en i : Jim
Jr,_[f__;—“ *~~+,_m)1"*~ 2 ( ) ‘-(&mw_n. =+

S

= (1

Ly \ T, |
) = g2ttty | em+ax+,.+.,.

= phrr—1]{@+ay+ ok

2.3 Functii continue

2.662A Multimea de definitie a functiei flz) = iz =z,
wez = sin x—sin(F —x) = 2sin( (z—-F)oos® \fﬁsm{:—-ﬂ x[:_:;:u_

<z —F < (24 1m e | m%,gh,__]_

kCZ 4
a1
2.663A Functia f(z) =4 =11 n#l ; ’
ctin f { o poq Stecontinuidacia =1 deoirece
sy s
= £ = Iy = (s
2 +r+l, x>0

2.6864A flz) = { ik £<0 este continui daci b =1, a € R

L
deoarece lim f(x) = b= li_n}} flx) = 1 gi a € R oarecare,

=<0 =30



—dq 4
= lim(z+2)s

z—2 T3

B
il

E i () g

-1

fisin

’ EE[D,I)

2.000A Fuoin £ DA B g2, zefiy T contmd
24 si.na(z—-l)= g
mnal.g!—‘%{;r"l’ﬂ“' alz — 1) 2 5‘”‘~ﬂ=1.[

(9z4m, z<1 e
2.669A Functis f(z) = {m-‘sﬂ. 5 este continui pentru m g
2
{0,1). lim(2r +m)=2+m= lim(miz +2)=m" +2 mi—imn=0,
::I =l
< . )
2.6T0A f(r}:. { 3:-4;:!2‘ :;; este continué pentru @ = 1, evident, l!
ar+3, z<b
2671A f(z) ={ da, z=b estecontinudipentrua =1, b=1gy
drta, z>b

a=b=13 Iin;[n+3}=uh+ﬂ=§{3=+u)=3b+a =4da = a=}
Fom
=<k =k
a?-4a+3=0,a=b=La=b=3
2.672A Muljimea A a punctelor de continuitate ale funciiei
PR ol z+2%2* z+2°-0
= = =z U
/@) -Iui-'-n;u 1+ % T+ 1+0 z, lim

=i

z + g 2ne
14 2m=

_m%ﬁﬂi:f‘ﬂg}={ S este continud, A =R.
>0

~Imx ] 2 230
T € [—00,0]
2.673A f(x) = zinz =0l este continua pentru b= ‘!l' [
e —b ze(lon)

O S

RO g
=
L el B

%#""5= b=l
3.674A Funciia f(z) = []sin
} £ Z, unde limitele laterale
R, mulfimea punctelor de dis
26784 Functie £: (0.5) <R, fie)s
continud in § dacd Jg(l +al=14a
= | 4%

2676A f(2) = § o 4 B
fn, M) = 4 = lim f(z) = 5
reind, LiH
a0 28

" .2

deparece i:._l%:: sin — = 0 (:H-En-f(z},?{t) i

2,678A Fie f(z) = { foZe _ g20nilis)

1 (Qsiniz'__qnln{l-t—z})
=0 2z T
Mn:ﬁﬁ,S:ﬁ—ﬁ:ﬂ‘ : e .‘.,‘ g, ¥
(1‘372:34. 2#'0,-3»5-1 bt Sm el y |
92,6794 Fie f(z) = 1, PSR
0 w=0, m"

discontinuitate. m]__'11:1_1“(1 = grfg)—z A _I_‘.{F_.
Lm_o(l —eT=F) = —oo decarece 1 — gi= -, - ﬂ'Ni:.-B ‘.:_._
da discontinuitate de speta a Il-a, oo . !M_____
- Deckl=2>0,5<1, kot~
1=e% = —ooiar pentru 1~ & <0, 2> Him(ISEs) w g=
i lim f(2) =0, lim f(z) =1, 2=1 eate dn epetafredl.
deci = 1 =lz= md‘%m
S w1 .
2680B Ecuatia (z + 1)2*+1 = 1 are cel putin o ridicink realk fn [1.0
Be f(z) = (z + 1)2°*' — 1, Conform eu nm*-&_‘w' f{-li‘[':e ﬁ:
f{0) =1, f(z) se anuleaz& cel pugin intr-un punct din [-1,0]. : L
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Izlv =] > 2

N, : g _J) 0, |z<2 dec punctele +2 sunt disegy,
 [@=EmYTEO" | v =2

o wﬂmﬂ";&wm ale funcijiel Foo 0,2 = R, i) =

2,682B Puaciele df;d imitele s dreapta in punctele 1, v/2, 3 sung 5

3 9& m Mntmde speta intéi (se poate folosi g mﬂcul}.'
la stiinga sunt de disontinuitate ale Functiel f @ [0, ]_I]i -~ R, Hz) =
2,683B Punctele m::( o | folosind graficul) ci limitele la dreapty
JE- [y Se observi nt 1 deci 1,4,9 sunt discontinuity

Fo I ot O jar la stéaga sul
punctele 1,4 su3 1, z>0

: o r=0 are in 0 discontinnijy
g S R e de
2.684B [(2) = . T é z<0
z<0

s 3 5
f 0, z=10 este continua,

SR el
2.6858 f{r) = “IL% 1 =&

4}

o .
i 2 >0

2,686B Care din urmAtoarele doud functii f{z) = %‘::';{"') = 0F mt

i prelungite prin continuitate in z = 0, Decarece li_I:EIIJ —J— = 1 putem d

sisx g ) _
i, z=0" Darl.l_r%g[:]:

valoarea 1in 0, prelm@taiuifﬁteﬂr} = {

{ L a3l amw poate fi prelungitd in 0, prin continuitate.
o ¢

=1, @<
VZE-2ar+a’. z[1,2
z.asmamc;iu:[l,a}—-n,f{zl={ JHI e ié{mf este

continui pentri & = —+ deoarece conditia |2 — a| = 2a + 3 este verificatt

peﬁﬁmﬁ=—%.
Mo & 0
26888 Funcge Sz} = { © o T

deoarece h%m”mm:ﬂdnnﬁm}ﬂ{ﬂsiz”‘mz: < |z™| — 0).
2l

este continud pentru m > ()

2.689B Fie f(z) = ﬂl“%_. sin*" x gi k numirul de puncte de discontinuitate
ale functiel [ in intervalul |-, 7). Deoerece uhﬂr}; sin" 7 = 0 pentru (¥)z#
knt g fl:kwd:%] = 1, punctele 2= =7 sunt de discontinuitate deci k =2,

Y ! e PraN 0 13
- 'i'-;-mgﬂnﬁ-ﬁwwdsdmﬁnmme ale functiei f(z) HIP&@

43 FUNCTH CONTINUE

399
:""HW‘[:'E‘ ZE(=1,0)
A l o
EREE e (0,1

b }Eﬂ%‘hh(‘:‘ﬁ)% 3
e -

26908 Funclia f:(-11) - g fl)=

ﬂlkEReBtﬂ continui pentruk=1 o
(1—!—1‘. 1)l Lol
il a=s — "} F im ——
1-1 e T 3
:r-—vﬂ e =g n]neﬂ-_%
1 = =l|ﬂv=§,
4+ 2eq
3z 41), zeR\ o Mitimea
&di“anlin““meemR\{“\/ﬁwl,\/ﬁ}li . g;\u?l .mmim
R\@ Tn = % 4 = 7, @ € R fixat. Atund gy ]-xgx")"cqﬁi(vnln c
f[y“:]:_?r['yn‘Jr‘l,l =+ 3(1 4+ 1); dar ¥ L a2 _ar o n = 2t 2,
8, =1 2 =1 ded f este conyy

2,601B Pentru functia f(z) <

F==

9.692B Si se determine m i n astfa] inest functi B i)
¢4 fie continud pe R. Deci trebuie s fie defiming pfu(t;) = aresin 2 s
Zimetn < 1, f find compuneres 4 doy E, 7 dfmptaﬂai—m
T i * doult functi ontinue, uneti agional
sl v — arcsinz, Inegalitates dubl4 ne g 0<% tmains
= {5 4

(o€ Rdeci &=m —8in+1)<0mevnspasiniees o i
S Vv =04

n< 1 Rezultd in final m=0gine L] 1.

2.693B Fie f(x) = sinz + cosr s | suma lungitnilor i
ponente ale multimii A = {z ¢ [0,24]|f(z) > 0} Uée\deﬂ;(:?nf:
snz+sin(§—a) =sinfeos(z—3) = Vaeos (-1} 5 g mllslti S
= B ‘ = 2=
—is ¥ dedze [0 ¥ vz di=r.

3
] [ B
2.694B f : [0,00) — R, f(z) = nI_ilnm

<§ F<a

-

i

1 .
Tre® aTe Un singur punct de discontinu-

0; @Y o

: T>1

itate z = 1 deoarece fr) = %‘ r=1 ,lima"= 1: S
Liocsel Tt 0 0<z<i

2.605B Functia [ : [0,00) — R continul care verifick conditia f(x?)
flz), (V)z 2 D este o constamd. = # 0, fiz) = f{\/z) = f(¥z)
w=fTNE) = = ] %/Z) este un sir constant, nh_ﬁj{‘"‘/i]

f(Jfim, VE) = /(1). Dack 2 =0, zn =0, 2, #0 f(z,) = §(1) = ()
deci f(0) = f(1)

wnu
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o

gz 4 h, <0 ot

'i. z=10 est.e-:nntlnum:ur:[le)b:ul
2.006B Fuoctis /)= 5 o9

15\= 1
4 : il = lim — =
aulfm(-;—"') )
Inx p

& ,ET.fmlunua:ldmﬁﬂ-“:l-
3 2+, 3€Q
2.007C f(z) =4 ;.3 =zeR\@Q (a Z Un — T, 2 € R fixat

cR 3.3, Yy “_.‘ s

anetbng BB 51 i fn) = o + ) =243
'H-I_;Dﬂ‘-} nevo deci ¢ este de discontinuitate, Dag

3
“lx¥dstiFst  dis
::u:l.’:l‘-l-sddinz_s‘-im:ﬂﬂ.fﬁtemmmuu.

-+ zEQ
2.mc.ftzl-[ Pl

# zeR\@
2.609C f(z) =

gste continud in doud puncte z = -y

este continud numai in 1 (2.687;,
x| + 2 nu are proprietatea lui Darboux denarece ia nums
valori naturale 3,45, Ty

z, z£Q
2.700C [(z) =

pste continui numal INGr-Un numér finl
2, zeR\Q
de puncte £ = 0, z=21(

unde = zz, vezi 2‘69?0}

Miu ”ﬁg are proprietatea lui Darboux deocarses |

2.701C f(z) = { el

admite primitive (vezi (4], pag. 14). k o ’
2.702C Fie / : (01} = 0,1 o funcie coninu. Avuci exisii un z € 01
sstfol ncit f(zg) = zo. lntr-adevir, noténd cu g(z) = f(x) — =, observim
ck g(0) = £(0) 2 0iar g(1) = f{1) 1 < 0 dar g fiind continui, existd un
punct 2, astfel ca g(zo) = 0 adick f(zo) = zo.

2.708C Repetii problema 2.697C.

2.704C Determinati functiile continue f : R — R astfel ca f(2) = f(2z41),

Fh:enubum.namcnﬂz):ffagl-l)=_r(@ﬁ—1)=

;(-;1-1) == f(B-1)... de fla) = lim f (5 - 1) = f(-1)
adici  este constanti.

2.705C Fie 0 <a <18 b> 0. Atunci ecuatia r = asinz + b are cel pujin
o solutie in (0,04 b), deoarece prima hisectoare ¥ = z intrsecteazd cel puiin
© datd sinusoida y = asin s deplasatil pe ordonati cu b > 0, y = asinz +§,
intersactia are loc pentru ¢ < a+ b, decarece a + b > asin(a + b) + b.

23, FUNCTII CONTINUE

40
2,706C Si se afle tipul de funciie ele
g pentru care f(0) = 3, f(z) _”dwﬁ ' ‘-f:-l = R contiul pe
de gradul intdi; <) polinom de gragu] goj, g e i 5) polinom
fiz)=2" nEN". Verificand grila observiy o 1 ®) constanty; f
9.707C S se determine numiryl de solugi ._h_‘ﬂ’l"hi-i,ub}_
g intervalul (1,2]. Deoarece f(1) = — ¢, “;‘]’“ﬂlls' :
f{,}=319+4)0. functia f(z) = 2% 4 45 _ g = 10> 0 iar derivata
o singuré ridicind in [1,2]. e crescltoare

1 _ [ a5, oug
B,TUSCFHIICU'EGI{I}—{ E. L ﬂf{:}a{o' 40 -
continue in origine si totust f o g continug in 0. Toz=0

0, glr) =020 s e

:fog}(r‘f‘—{ ol -{ =
r,u =0

1=z, ze(R\Q)n(o,)) ™

sste continua §i nu alre proprietatea lui Darbou, !
de continuitate = = 5 (solutia ecuatiei g = 1 - ¢ i
Darboux deoarece valorile y € (0,3)NR Y\ Q 111.3 ok h::'ﬂ“-llﬂ:lnei
03)11(R\ Q) ci pentru 2 & (3, 1)1 (R\ Q). Analog pentru (},1),
2710C Se dav funchile - (0,3) — (0,2), 92 0,2) ~ Rth:(0,§) = R
[t zE ;
ST = ore(,)’ h{z) = cosz, h=go f. Care este

nulgimea A = {z € (0, 5)|f este discontinu in z}. Deoarecs g~ g & sust
watinue, / = g~ ' oh este continui 5i deci A= 0, Dimsi o verificare direct,
2

3m re(@Olye(0d
i, =Etli%);ue{§.1] ;
(0,2) = (0,1), g1 : (0,1) = (0,2), y=g7 ={"‘ s€( gl
9:(0,2) = (0,1}, g7 1 ( (0.2), y=g7(z} to-1, z€(})

sischimbm yen x). Avem f =g~ oh,

2.709C Functia [ : (0,1) =R, flz) = L % 2edn(o)

mnamanunt. Caleulim inversa lul g. y= {

fn ve(0d
3y—1 ye(d
- {g—_cos::, 0 < cosz < §,3 € Jarceos §, §)
i —

Jeosx — 1, % < cosx < 1,1&(&&1’0@!%}
este continud in = = arcms% si flarccosd) =1L

|deoarece T = {

. Se observk c& f



ke | GAPITOLUL 2 ANALIZA MATEN
—0z, TE @
9,110 flz) = _9 zeR\

ss{aﬁiﬁ}adﬂmdeecun;mzs 27 = =
r Sin-.._,‘
ﬂ.fﬂcf'mnevalorlalelma,beﬁﬁmcha.fzj B :;g

stk i f)=0= I, ()= b decib =0, s R
m8C Pusctn 0.2 = 011 dofini de £(2) = =~ ]
2 te ¢ Imf este un interval. Intr- adeviy oh

hot 1 fod
e 10,051 docma are proprictatea b Darbogy oo

£(0,2) =0.1)

este continud numaj Pl

— 2 (vezi 2. SQTCJ

2.4 Derivabilitate

l—'

2.714B 8 se determme a € R astfel incit f =R, flz) =
Inf1 + 2z}, -3 <2<l 54 fie derivabild in = = 0. f este contingj,
ar, z ) 0
0 pentru Vo € R dar este derivabild pentru & = 2 decarece f'(z) = &
0 =2=a=f(+0).
2.715A Care derivatd este mnecté? a) (

e/ o (o Infl + ¢ = gre==i @) (o

=}" =1+ ze’, ) (—;IF{)I‘
) = sinz; e) (V) = o

(1) = 1. Corestil este c); (In{l +¢7))' = 1+c
amr‘ Tt U sing _
2.716A Se cere A = f(0), unde fiz) = 1!15,] _i__é_ =
sinz -z _ (:"%?'*'"')_ oS @ —1 9
ﬁﬁ% pe o =0 (seu Jim —5— =g =,
2.T17A Valoarea lui a € R pentru care funcgia f : [0,2r] — R, fla)=
sine, ze[l,r) - .
{ szt z€r o este derivabila, este =1 : f(r - 0) = O =an 4+ 7=

fm40), flr=0)=cosr=—1= fl(x+0) = a.
2.71BA Punciele in care f(z) = ¥+ 17— ¥/Tr = 1) nu este derivahils
sunt +1: f!(z)=3 (F:lﬁ“ Eh) n existd in ¢ = +1

2.719A Cét este fY(0) dack fz) = 2> . {u)(™) =

k=0

3 Chutn-bih, |

14, DERIVABILITATE

)Y = (e SO +5(e® )1V 409
) 24 = FY(0) =240=10. 41 =
1. 720A Denvalr.a funcfied fa) = ._nw —ptn >0,

f(e) = (1+1nx) —a* lna— gpe-1 + () *ﬂ‘tl+Tn>um Punictul o = 4,
gﬂl)\ Derivata laterald la dreapts 40} & %) -a'lng—gn =0,
£f (0, i) =R,

~sinz - Ingin ] o

Iﬁ(e“) 12’;2"'19{5“}",%

- in ) (23215 1) = Gy e

# +coszlncosg); hm{mnz}"“'=~1

= hm[{ﬁm m}m:]“m i ; =1%=y hm 0 8in 2 b gin 5 =

i =0 deci f3(0) = L. A doun limit4 pate s
3722A Si se determine punctele iy cate f : (L9
vSJﬂI nu este derivabild, dar admite FR f‘(I)br
s este derivabila in —m,0, 7, dar admite deri
ink }
2.723A Derivatele Iﬂterale s j
enl, deoarece pentrur & 4. )
saw=0.
3.724A Care din functiile f(z) = |g|, g(z) = gly

) sunt
s i £30) = ~1, £50) = 1, () ca  (Laby el s orgn
44{0) deci f nu este derivabils jar g este derivabils &y E” =-lalin=0=

i el (:’ia) Hhe 4 Yina=t: oy e
":HJ o (fﬁj

(=3 weor T o f ()=
9.726A Derivata functiel f : (=1

= [+ Zarcine
we= % f(z)= E—LT“:..‘;’

2.727A Pentru orice 2 € (—oc
1}f*(x) +.rf"t:r

sin®

}BJ:I'II [

Hﬂl].n (sinzjine _

R, flz) =z
g?m% 1+ dect
vatd infinits (+m(',,';u’$ =

) ale functie] )

Icos;r = ~ ez, fi(x) = = [cosz| sunt egale

L) = fim) =

B-.f{z =g s
= ()55,

~1)U(1, 00} valoarea
,undr Flak= t+vr’— 1)® aste melf;'{g] .ﬁ(:':m

fle)= e+ Va1 (1 + ooiy) = SRR )~ fary
af(z) = f"(z)Va? —I-.-f( ) *_1 -af’{z sau(:rz nfu{z’_l_zfj{z):

T — 1f'(z) = a*f(z).

2.728A Funciia fiz) = -.19-5+u:+1 a € R este derivabili pe R, Pla) =

5?—_[;:‘”” dacii 2% + az + 1 = 0 are ridieini complexe deci A < 0
~-4<0,a8€(-22).
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“.
g‘ ar+2, z<0

mu-ﬂrb{umuuﬂ 220
s l,m_g_a_mn} 140), £1(0) = g,

este derivabilg PeR dg

‘.a.ini’ !-(UJ

.,,_,..-AWF
care funciia f (r):{h“: v} |
&mv.]aihhill”l?mw 2az® 4 11a, £y
= ..1f.(2}'3+1r=;'¢2],
pe R sut o o M
e e
I.ma\Dlﬂlf{r)=25‘*“GitmﬂU) [Edi= (z+1) dack 25 43

=2in2
[ﬁ}’ﬂ"“ﬂ”f’ . R este derivabild §i imparil atunci f eg pack

Dok | : X :
S ~f(=#)(-D = /-2

mm

2.734A Cit este o pentru care f : [0,2], flz) = mm{

3 6011 fe
Meelﬂ.ﬂ'ﬂ#}={ _:' :EEI 2] deci pentru a = L, F(a) g

existh, fi(1) =1, fill) = -1
2,735A Derivata functiel f{z) = 2,z 0 Ji® = 54 (g
1)lag) =2 (ﬂl+2=h=) (2 +1)2= +205 4% . Inz

3+l z<2
2.736A f(z) = ;:.;.31—61 z>2
1= f)f2) =1=m= fif2) fl2)=4-8+1= fa(2) = 2m + 31 -
m+l=2m=11i=1

24zt  2<0
2.737A f(z)= { b+(l+2%, 720

§i b= 2. Regultd din egalitagile 7(0) =

-:::} F'{a) ny ‘

este derivabila pe R dacim = -

este derivabild pe R dacd g =
=5, f(0)=0=a.

2.738A f(z) = ;:J' ::i sil=f'(1); atunci | = 22|, = 2.

2.739A Derivatele functiilor /(z) = sin(arccos z}+-cos(aresin x), & € (-1, 1) |
glx) = arcsin(sin) + arccos(sinr). Avem arcsina + arceos o = £ fle e
VT = cos{arecos 7)+ /1 — sin(aresinz) = 21— 2 si g(z) = §, () =1,
f(x) = iy (atfel f(z) = ~20mm) _ mmlaeie) \,;31 )

2.740B Cit este n € N dack fIM(0) = 72 &i f(z) = 2%e~=, ﬂn}( .
(e7*) Mzt in(es) l'ﬂ—ilzz+2£}|:.l(g-z)["—232=> Fim(0) = Mostle_qyn-tg

34 DERIVABILITATE

_73,deci n=19. 408
4741B Dacil f(z) = 22 o
ef (e 21} f(x) este 0, Sqdm ﬂt}..;:.i-‘ = (e e+
e fm (1 = 29fle) = zf(z) ~ O Arccosz)-
.,mmem (1 —=2%)"(=) - 2mf(=}~=!'(=]+f{=r*n’?’) e
2,742B 54 se calculeze (r ] (3) dﬂ‘a](g) v { ._k') o
f-2r=3, r(‘ﬂa‘mf’!‘dﬁﬂlha::u;._j -'3330
are ridacini complexe deei f=1= 3, !-l e %ad s 2
gyl = 4 W <3 oy = 7y =
97438 Punctele de derivabilitate ale Juj flz) = | Tooosl 0
=0 Sumt
R {0} £1(0) = E}_’f},ﬂ-i——L— iy Z08L g =i

|y 'yﬂﬂl-mm
9.744B Cat este f'(3) daci f (1‘{,0
e S o e
= fey=cl oty

|I. 1 {:‘-—17_ T—1
”455 5d se determine o astfal fneg functia f. g R,

—R, flz) =
sé fie derivabild; dacy € (=1,0Y, fim Jim f(z)
{ ! 13 =

{E;QL_, 'Eck'.l O:I
" i I () =

a, =&(-1,0)
= = 0 deci din continuitate, g = 0 i = g;&:

i o ) i
= Jlim, f'(z) deostece nonéad ol =SgE SUEEUINE R
sig 7 — —1 avem t“m ety

™ sml, :#I}
0, Siseddumamenm,'

esfie derivabild o datii, dar nu de dou!i ori, pe R. _f'(tl] = &Hﬂ'

fim m—lqml =0 dacd m —1 0, }ﬂ

i 2™ sin > m>1 Pmruzqﬁo,f(u]

2"~ cos L, deci f(0) = nhm(m:'“"s’m

=3 png L ) =0 dacim>3 a1f"'(0) nuexmidwﬂ(m(s

2,747B Se care val naraaf (2) pentru _f )= th'*"llm*i-m:.
£ 0, fl(z) = S0 :+1 f(2)= +5 %

07468 Fie f(z) = {

ma™  sin 1
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] =i (u)™ = 3 Chyln-hy
4 M@P’*““ﬂﬂ(’] pentra f(z) =€ T (v 2 g ety
()= (‘-s}[n}gz+“(=—r}(n—l)2m+ﬂﬁ%'_‘_ll(e-:}in 1o — {_1}“8‘1&2\

'aaiﬁ._n{n-lni e
Dacé g{z) =
ﬂmmnd e"(ﬂg}-= o% g(z) =@
) =2 = 1), 2> —1: (zlnfz4+1)))
szSecaref‘“’(x}pentmf(s}—=|nff+] i it )i
(Infz + 1}}{“’-x+nﬂﬂ(¢+1})t""”i dar (;ﬁ) = (-1 i, dea

ﬂ+‘l):a¢0§ifﬂ[l)

=1 (f derivabilg de doyy
fl(ax+1), g'(z) =2

*f"(az + 1), g"(0)

-1) =2 . qin—1 ’-‘._!,}.1+1—]‘J“'“ (n—2)1
e
LTl l ] - L= l““l =
L

s

1 (m=1)! = e '>:__?\—2}! N

= (1)t oty — (1) e+ W t D piger=
=3} _,l)ﬂlm_:lj)i.
=1 "rf-;yl-r,; rer (=0 e

2.751B Dack f(z) = ;f e R* gizy, 2y sunt radicinile ecuatiei ['lz)=

2
(=7 “om e
0 atunci i (-———:”‘;’) =& fle) = e + pime =
A=l =Lk

14 X2\

by
AT g
Dz-,,\z!_az+,\3=u,ra+=a=%.r:zz—.\ deci g'-_-gj(l__}'i] =

 f1+a _1) iy,
25 (T—T\f Ly )
2.759B Functia f(z) = ]ﬁ:}%—rﬂ are limite laterale in © = 5 dar nu este
derivabild in z = 1. lim f(z) =0 dar f{1) # fi(1).
2,753B In ce punete din interiorul domeniului de definitie D, functia f(
\Jz 48~ 6y/F=1 nu este derivabild, D = [1,00), flz) = |[vT—1-
{ VE=1-3 2210

)=
3=
_JeoTis i< deciinz=10;2=1¢ intD.

2.754B Cit este f'(2) dack f(z) = («3), = > 0. Folosim formula
(f(z)8)' = f(e)#l(g(z) - In f(2):

(=) = (&5 Betinz) = (2} (82 4 bzlnz), £'(2) = 8%(6 + 2Mn64).
2.7558 Pentru ce valori ale Iui o;b € R, functiile f(z) = zIn(1+ ofz) g

ax+h, r<e

giz) = { M e stunt derivabile? gofe) = ae + b = gale) = 1,

Y DERIVABILITATE

j (3111.%) e 407
ghfﬁ:l;' L:_E 2 e g'r‘e}:'“de‘ina'%.bz-ﬁ;m 2
(z) este derivabild pe R, ﬁ(g) = fi(0)=0. ; a=3,

7560 (lare este valoarea A = ( f~1]r('3) 2478 T

ﬁ-l gxistd deoarcce -:r(:r) =38zl 41 >0 ;‘}ﬂé?;&ﬁ‘kiﬂ“l‘ zeR.

;,u= f{zo)s w0 = [ (vo) atunci (f-1yg' Mmm Daci,

.“5}_‘_ 2+ 1 reznltd xo = 1, de unde (f_ll'(ﬂ} 3! % =s:::“ W=3=

3.75'?0 Fie M ]I':ul‘tyi.mE!ﬂ- punctelor in care hiz)= ; _2._+ 1= i

w1 aTe de?mtéi 2 jil.l,ugni";l i’mﬁiﬂr lui M. it st o Sa':mh W
g="T — L I+I—2m'pe‘lgi..1 5 ugor

2_ 1)z -2), Wiz)=% 219t Tadicini duble, deci

= (I 1 In

§ e Sl -Ti T - In punctele o = 49

4= 9, '(z) este infinitd, dar h are derfvaty, dee M = s !

1,768C Fie f : (0, ”C!_— R f(1}=1n::+:4.m‘iMm :

qentr care  este bijectivi. Pentrum g M Ealcuhh!ﬂih:“mh’"‘ eR

; Rt -1
oz =1+1%> 0 deci f injectivd. f este continyd pe (0, o) {§(+£(ﬂ:+ 1).
'r'[cﬁl = oo deci f este surjectivi pe M = R, Pro '! Imh};?;ﬁtg:

m+l=Inzy+zp+m, 2g=1: {f"}'(mﬂ): ]?{1533 =—l‘11'm-1'i
i 2 Ll S 2
= Jarctgx, '€ R atune Hzy=
1 #1. iy 2 ——ﬁ—‘l_'l iﬁ‘ 1:1(‘1
I(z) pentru |z| < 1 Fi(z)= n 2 :
g Vioate BT g ™

st pentr (2] = 1, ¢'(x) = 2z dedl f'(x) = /(z) pentru fo| < 1.

i e o Wi M
2,760C Sise calculezel = lim, (- — archyg z) il = et Inz

0= ,
2.759C Fie f(z) = arcsin 255 & gla)

3 :
FomcE s g = * & £t
e
o o oo (- 1) - 2 f(E
4.762C Functia [(z) = 34 z Zg este indefinit derivabili 5i f0°(0) =
0 fle) =tk @) =t (A=) = f0e) =2 P(L) unde
P(L) este un polinom in variabila 1. Deci f{0) zigm;o%g =0
2,763C Fie f(x) 2 ;11;2 Eg}ﬁ)m[:_ 18)“:39‘::’ =°-{3tm;5;|}gz;_ f?@)“ff

e u? filﬂ'.'l'::-



CAPITOLUL 2. ANALIZA MA TEMATIo;

g =—et o= "=
. ‘  746B.
| s Yw pl?ﬁ:;?m+4bﬁmﬁvi (decarece f'(z) = 322, Liggy
2,765C Fie f(s_ja 20, f(=00) = =00, f(100) = -+o0) deci existy g~
0,‘5 m}izfﬂ}’{ﬂ,‘m =4 _—.-1ft:zu} = zg;i—ﬂzﬁ +4z0 4= gy =0
?fi‘%’iwl = st Y= FREArI= e o
: : ine Timg(™(z) dack 9(z) = &Y% +E7VE, 2> 0, Ay
2.766B 54 se determine Siy Uee s, e
B e L eFte V) — g (eV® —evi g
ﬁ-;}m = eﬁﬂ—ﬁ}_#(gﬁ—o‘ﬁj sau dzg”(7) +29'(2) = g(), p,
rod " g o uios egalitate, observand ¢k (z6”(2))" %) = zgfe)y
ﬁvmd?ntl)(,;} deci [-_rgin){s}+{n—-2?gm—lJ{I)] + Eyfn ; 1.} (z) = gtn-gjm
el 2m - 90 = L e
M:Q,I,Q?U:gl '“"'gjo]cgfn:
file mentbrit cu mﬁan_a}ghm[o) =g™30), 2+ (2n - 1}5,;..]{0{}:'

2.5.g"0) =5'0) 1% 0), 2 (2n ~ 1)
sin-rfm'{ l}?" - {an - 1)llg™(0) = 2 _-jj‘fej; dﬁmﬂi-::m in serie ¢ <
I+t vt | diregteha = I+3 +5r - -+ +- - g obfiney,

T n! = e P l :
oa)=a(ih 5+ BT H ) 07 = 2 (i + ),
o"(0) =2 iy =% FariEs o - T

- ¥ reQ
2.767C Punctele de continuitate ale functiei f(z) = 2 ceni : P
i 'B) deoarece pentru gz) = 2 -

i mulgimen (1,2) U (8, 8) (vezi 691B, 697 itru g g
avem g(1) =1 > 0, g(2) = ~4 < 0, 9(8) = P-8=2_o
§[QJ — 99_0% = 512243 > 0, iar punctele de continuitate sunt la intersecyiy
curbelor y = 2% §i y = &° deci acolo unde g(z) = 0. Exista 5i alte puncte e
continuitate?

L (=1t 5
2.768C Fie f(z) = i i o, = ZEF)-—}”‘?(]J. SA se calculege Jim o,
= -
Prin inductie se aratk ci f0(z) = (ZIH . f(1) = (~1)h o -
LIS GRS (9 B -2 1
ey =1—T-—o1.
Lawr=; 0] ~lE

2.769C S se determine constantele A, B astfel ca functia f(z) =

Ae, r<0 e
aindnt Bocide. >0 si fie derivabill. f,(0) = A = f4(0) = B,

(0) = 246%|eg = 24 = f(0) = lim (2 082z — 3B sin 32) |0 = 2, desi

>0

B STUIMUL Fm'C'THLOR
| R 409
A= B=1 o
L 170C Functia f(z) = { nl, oo

{] L=y medﬂﬁv&bmd&r!'hum

utinud fmz =0 f{)= |1,%J_(_“1:_@
—l s

0 zﬁ-in:;gin-__:___n i
ndl—cosd, 2 £ 0, lm ) oy 1 S S N fi) =
| B ! AT iy
I[%L T#0
. i, T=f eet'emﬂﬂmﬁhz:
<z= E—'*=S§<n+1dmg1]=n
Bl=rn

771G Functia f(z) = {
e

ntl

O pentry
20 !
Y <zl < 2 pentry

e[ 2] de unde 1 = "}i‘ngﬂnil < i z.[l] < i "
setr < 0. "R =l n = L Avalog
27720 Punctele i = —1, 25 =1 sunt punete go arcera

GRS 2 Inta 3
fls) = {x+ ].‘J+ :r — )3, zeR: flz) = —%( ¥ i ; Demrufunc;m
_F_:[—U = —og, fil—1) = +oo, f;{l) = +o0, (1) J‘_’_‘_‘i = )1 T#E L]

25 Studiul functiilor cu ajutoryl derivatei

2.773A Solutiile reale ale ecuatiel Jo% — 458 1953 et

erificd 71 € (0,2), 23 € (2,3). Aplicm giry J;ﬂug_t?deuets,az}
fi=1) = =5, £(0) = . £(2) = 0~32, consruim tablok g 1
walorile —o0. —1,~0, 2, 50 pentru = pe orizantalf s ..m_f?ﬂg? T;R:kg

ape verticald. Dar o € (5,32) deci 2, € (0,2 size (2,3),
2,774 A 53 se determine punctul intermediar "¢ dmm;un‘m
o ofrey — ) VEES, ze[-27) !
tru functia f(z) =1 ze (L8 TE-25). f(s) — i) =
1
5+2) 1), f'(z) = [ w7 #€(-2) _ ;
(& —}flfd_fl! l %: 1‘6{1‘5] .f{chﬁh-k =%d.5:l!!=ﬂ‘

2.775A Sii se arate ci f(z) =z —sinz g glT) = =z + cosz sunt respectiv
airiet crescitoare si strict descrescitoare: f'(x) =1 — cosp = Eﬁ‘iruﬂi >0,
glz)==1—sinr = —(1 +sinz) <0.

27T6A Fie f(x) = 2¢*. Deoarece f'(z) = (xlq.u)g'h. sermnul lui f/(z)
aste semnul trinomului 22 + 2z, £(x) > 041 f este crescitoare tn {~00,~9]
§ (0,00, dar f'{x) < 0in [-2,0], deci in [~2,0] este descrescitoare strict.
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'} — 2]
_ i tz) = (ztD)Ipz [(2) ===4hng
a5 monotouia foncie /17 , ,
R limglz) = 1+,“3'-N':'+[”") =1tlnS(ialne =8
ﬂS)ZgW:—-ﬂ - i

e a0 =3 = E ey

= lim = lim 74
(,H_‘.‘iazllﬂ M_{l g:i;: >0 pentruz > 1 deci g(f:]l descreste pe 04
g'(z) <0 Pm.'mfu }mde u;ld” _f’{ﬂ 50> 0, f strict c:escn.tuare; .
oo S
zm'n;me o (—on, 1) sipe 0i00): ) = ()7 [in(1 + 2) = shy] ey
S {:c}=1n‘-i'-*‘;l—z- g(z) = — s ') > 0 e

trebuie studiatd functia g : = B 1) = oo, ki =
1) g (e) < Dpe (a0 B 90 =0 fote) = 0 1, o)<
z+1
papil v g L [l"(-'f*")]“I J = +o0 deourey

i, [ - 1) = T :
e Gy )
; z+l oy == lim =2 = 0. Prin urmare g
Jim (= + D)in—== B T ez -(z1)
a1 sl = igle) >0, [ crescatoare; Analog pe

0 1a 00 pe (o0, =1), dedi 9(2) > i £
m} d:";:) :0. ¢ descregte de la. 00 1a.0 deci g(z) > 0, [ creste.

N~ R, flg=frism=min/, M= mey

2.779A Fie [ . 0 pe [4,6] are un minim inz =4
Fia) = 228, f(z) <0pelldlg fz) > 0pe 46| are un miziminz =4

L F =k e =B deim=18M=5.
L O S T S i =
et Se face garficul functiel g(:}f i_:_:. pe [~2,0] iar pe intervajul
(=2, —1) unde gfz) < 0 s& construiegie simetricul fatd de axa absciselor,
vident m = 0 = (1) e M=sup([(-2)} f(0)) deourece ¢'(z) = Ly,
goregte de la f(-2)=—} la f(0) =1. 3
2.781A S& se determine m = min f, M = max f unde f - (0,10}, f(z) =

VAI0=2): f/(z) = ;A £(e) >0 pentru < 5, f'(z) <0 pentru
£>5 m=f(0)= f(10) =0, M= f(5) =5.

: o L N T &
2'732*“=L1$’{"t3‘+‘”3‘1'mi% " ]‘xll.l_:ll:J.!.nI-.ﬁ_

] x 1 ghzg=z+1 . Ihc+l=l
2'753“=11~'5(:—1_E)‘l‘3 @-1)nz = mz+=3
1
- e O
Imge=lnoe=s

&
2.784A Sa cer valorile parametrului m € R pentru care f{z) = | z?+mz)e*
admite doud puncte de extrem. f'(z) = [~z + (2 — m)z + m)e™, avem

25 STUDIUL FUNCTHLOR GV ym,
ORUL DERIVATE
41
4ud puncte de extrem dach trinopy| il 1
eale distinete st f7(xo) # 0, x crigie deg E
s poate ardita ci " (zq) #0).
2.785A Suma valorilor extreme ala functiel f .
ln-!TE[‘q' — z%)] este m = 2Ind = 41y 9. f miwi“'j:ﬂ\{ﬂlq} flx) =
eextrem £ =£V2, f(V2) =Ing, g g b GES- =R

9786A Fiea € R, [:R\{a} < R, f(o) _ shasy
qare [ admite doudi puncte de extrem, f'(z) - iy
gax+ 2a — 5 = 0 are doull ridieini mﬂedism:t-‘—ﬁﬁ ecuagia 22
a=1)*+4> 4> 0 decl admite dcuém&dg;d;d;‘aﬂa__ _
9.7BTA Punctele c_riLice ale functiei f(z) = o2 {m pentry (Vja g R,
f(z) = 0) sunt 0 81 =2, f(z) = (2 4 Da)er ooty {F“‘:’;‘}ﬂ!a ki

Ing
b= lim F"?B-‘Pl!tg::
s=w {1 1) - Citesteatp? gigar”
& =i0 E&E =

=Mz
i M Are dou

= m +§>a'mmen

7,78BA Fiea = 1}11[')1 T,

1 sinz . T(T — Yare

——=1b= lim gr) 2

Mosz = *“mwzm=idmmﬁm=(w—
T=oo

nareter) = 2 (vezi 2.648C), deci g,.H,;a_
9789A Aplicarea teoremei Cauchy pentry funcgiite Taa 19

f{a) = 22 +3z, g(z) = 43z 5 determinares punctulyi o L1~ *1 =
(2—f=1) _ 446-(1-3 el
o€ (-2 fia=gtn = w«-—ﬁﬁ}=§=ﬁ%=’ﬂl‘==$ #)
. 2

QTQDAFief';_I‘l‘f“"R.-!(I}= Zig s, EE{-—l,ﬂ]

P petdrtd, ey c™MPE
R Notdm S =m+n +p, myn,p pentru care f satisface teorema lui Rolle
pe -1, 1] si T multimea punctelor ¢ care se abtin aplicind aceastd teoremi.
Sacere § §i . Din continuitatea gi derivabilitates ui fin 0 obtinem n ==4,
gﬂf?f"“" — = £IR(QM+4} = 4. Dar f{—l}z‘.-m-+n=f{1]=
sl .
prf=mtp-—n=-Tdecip=-T flc=24m=0e4+4=0
p=-2¢ [-1,1], fic) = Qp.t‘+l1=u,c='-ﬂ£?ﬁ= g Pnnurm:r:
S=min+p=4+4-7=1T={3} .

2,791A 53 se determine punctele ¢ din teorema Lagrange pentru funciia
978 4 22 zell1 3
fiz) = { 0,1) - Functis f(z) verifick conditiile teo-

&

=<l

2% + 122 -7, ze(l,4]
remei, far f(4) — £(0) = (4= 0)f'(c) — f'(e) = §. Deci ['(c) = —de+12=§
go=8in[1,4] f'(e) :Gc7+3::=%=pc1',=i*e&mc_—_:%~_i‘"
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e BT
i JoCORT =11

nﬂ = ﬂ}'_ﬂmlm m,;uhd Rolle pe [0,2] pentru functia f(z)

A Se i e

2.?:1{14-:;“:55‘3' 2 ‘Continuitated § derivabilitatea in = = |
ol sz b 2EH L DR R

daunln2=3+h,!'{l]=|_'§l'}-l-_‘j;-‘2"f 1 eci 0= 1.

conditia 10)=0=1()

— 10 + b nu este satisfacnts

h=10ln2-3 Dar ) = =2 gre in punctul = = 3 gy
2.704A Funcis & [U,W} R, f( e S:-qi f'(z) <0 pentru = > 3,

fl kY
maxim: ‘;(z) = 3;_;-1!’ {gzuiﬂp:de g}gecuayim'ur‘—?-r—lﬂ = 0. Formin
e T e
e e
ridiicink reali mai mm 3 - ale si intervalele in care se aflg
2796 Sk 50 numirul solutiilor Teale § s _csa: :5}]..

R i Rolle:
" r"+‘=g_u!__1__ﬂ,,§1rﬂi lui Ro :
ele pentru cuagis —jl, f{-20) = 99, - =-%-1 [0 =,

= - =i
)=t f)- pmune @B el )
2.797A Punctis f{s) = acoss 55 este concavi pe (~o0,0) ¢t (@)
Shiped o0 | TRt
deosrece f'(z) = Fx " = ;i:.wo £ { gm0’
(a0, (2) s 2 = 0, G £°(5) <O peniru = € (00, D) (0]
2.708A a = li 'Ad%*='515,—,ﬁ—:;:= jo b= lim 3 = lim o <
=li_%ﬁq=ﬂdma+b=§. ; '
2.700A Fie f(z) = me—Infl+2") ¥r € Rdi A= {_:vn. € RIf este
creschtoare}, Atunci A = [1, 00| deoarece f'(z) = m - ¥z 2 0, -1%
i <l=lsm
2.800B f : (0,00) = R, f(z) — zlnx are un singur punct de extrem z =%
dmmf{:}~=1+lnz=l}=>==%gif’{x]}ﬂ,.1?:> L fi(x) <0,2<k
2.801B Cht sunt a,b € R astfel ca graficele functiilor f(z) = ar? 4 br 424
g(r}zl—ﬁslaihita.nenﬂmmunﬁinz=l. g(1)=0=f{l)=a+b+2
(1) = Hle=y =1=f/(1) = (2az T B)le=i = 20+ b de unde a = 3, b= -5
2. NI e |
2.802B Fie f : [-11] = R, f(z) = { ‘;i m(b:?:L{}T,;;'_. Em
a, b & R sunt astfel fncét lui f i se poate aplica teorema lui Rolle pe [~1, 1]
5 = g+ b+0o Citeste §7 Continuitatea g derivabilitaten lui f in ( precum

unde

25 STUDIUL FUNCTHLOR CU AJuTp,
RUL DERIVATE
413
4 conditia F(=1) = F(1) ne day 10 =
=1= & I'(O'j = !ﬂ 2
iu;[m-""'b)=b'f[_l]=“‘h+c=f(1)= ml-].;f:

14102 dagg
<
98038 Fie M multimnlaa valorilar m & g _ Se [L{]
-2z +m= 0 admite doug solutii dmw Care ecuatin %,I e 1
- 2mzem) = igm g g :‘“‘“;“mm, ety
_2gi —1 nu convin). f(+0) =i x =0
i i} Hgf{!t}—-m,kﬂ:}z*_:?d:;;;

ez S
e o f(1) =3 +m <0, decim < <2

28048 Se cere a,m,n € R astfel e i
gz + az, z € [0,1] g functiei £ 0.5 - R f(z) =
P pma? +nz, e (1,2) *H 5 Poath aplica teorems Rejle 0.2

Pe 1

Nortm M = {c € (0,2}, c din teorema Rojle, 4

¥ cit este A?
pmcc&cazzi ca in 2802B: f(I) = a4 = T +¢:—M' Se
s om+n f0) = 0= f2) =841dmen o n:, J'h} S
e 12.-;;_ xeiq’]‘]] . —-rn=-1,;;-n'
flB =1 2 -a* ze(ny TO-TO=@-0) < e =n=
o1 cme {01) TRl 0
{ 3-c z€(1,2) °T1F “=‘ﬁﬁnumvin.c=“?ﬂ=x
2.805B. Ecuatia 2lnz = mz?+1 are douﬁ.salu.ﬂ S - (IJ,&
flg) = 2lnz —ma® —1, = > 0, f(z) = olemad _ =L==:};. m >)£.
ste punct de maxim, f(+0) = o0, f(oo) = o0 dadtrehﬁiemf'(v"] .
']“m_?')u'"‘“:zl‘-'-mE(i},El,‘, d ™
2.8068 Fie [ : [a,b] — [a,b], f continuil surjectivd Atunci existi ¢ € [a,b]
gstfel incat f(::] =, [‘{Dt;‘\_lm (@) ==~ f(z) i wvem gla) = o f(a) {.ﬂ
(B = b—g(h) > 0, g continui, &i conforn proprietétil ul Darboux mﬂﬂj
caexistd c € [a, ] astfel ca g(c) =0, deci fle)=c.
2.807B Fie f,0: [-1.1] = R, f{z) =  aresin 55, glz) = arctg s, Atunci
— gl =0 ) = L. 2 e 3 2
f(z) — gl2) flz) =3 71—_‘:"%_: R e
flz) = —-_ﬁ-‘v deci (f{z) — gla)y =0 = f(z) - glz) = k 5i dim valoares
=0 obtinem f(0) — g(0) =0=k ;
2.808B Daci f, g : [0,00), flz)l= éarcs'mﬁg, glz) = arctg z, atunci
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- 1= (1)) et =

e J T 1+5°) Qe — “;,,

!{‘H[’j @ e g(z};-g):;j(z} glzl=¢ f(1) gfl}'_"i‘_ﬂ.

g]u—]:},'t (fl=)- z>05 A= {ut‘:’:RIf are doui
e s00m Dt (7 vy ;’{,‘ 3 1+I:11+3m /() = L(14bazt)

.dsi e ‘deacu 2yg = - Dar = > 0, deci avem un singy,
D= :
A=0

gk mcﬁ-lﬁl;? asctgaarcig 3, @ 7 0, 9(2) = arcsin 7+ arceon,
231{13 llmtwmmnteslezﬂembeiecu 5 fi(z) = JT:’+1+-' (~h)=
:e[l T—,,—odscam-’frﬂ()"’”"d””n““““
Dv.iorﬂe' 3 3, f{1) = Jarcig 1 = ‘5'9{1}‘; ?Pffflii :l:» 0, s se puni ;

Holosind monotania. functiel I A s
2.611B (g);b-(lﬂ d== Yo7 ”"‘“”

ording reschtoare erele 0 =

&Ddﬂvﬁ fog :uTI —Inddeciz > ; 1 4 f crescitoare pentru z 1 1
e i-1,6< _lﬁrewu]nacca<b
DinyZ=14..:<1 ¢

=3
2-.!12335 FTI)
2.813B Fie /- R— R, f(2)
caleuleze lim, M. f(x)=nsin®
~sin :Jzng’r‘n (tghzp = 1), My = (sin? 03 (cos? zg) =

== =0 (0 nu esle nedeterminare),
—gn"reosT, n =28 M, = ma]% 1(2). Sise
TS

1 zcost o—sin™ T 2 = sin™1 2(neoslz-

L
= \Trtgtm ) \1+te% VAin+1) n+1
, -l
Jim +/n '___I_]__n—-acl"ﬂ+l (= o

2.814B Beusfia s’ —3z-+m =0, m € Rou are doud solutii distinete in 0,1]
i) = 3a?-1) =0 zma=£1, f(-1) = m+2 > 0, f(1) = m=2 < O dec
trei solutii avem cind —2<m < 2 giosolugleda.ca m € (—00, —2) U (2,0,
In [~1,1], deci §i in !I]l avem ori o solutie ori nici una.

2.815B Fie f(z) = 2" — 3z’ + 2r. Existd o infinifate de puncte r),2y ¢
R, #; # 1y astlel incét f'(z;) = f'(22) 5l un punct 1o € R astfel inci
flzo +2) = ~f{zo— x), ¥ € R, Care sunt valorile lui xq §i 5 = x; + 29!
flz) = 2(z — 1){z — 2) este simetrica fati de un punct, xg = 1, yo =0 ded
Jl4+z)=-f{l-=z) In punciele {(z1,), (3, 32) simetrice fata de (1,0)

| :’(r—%)g'%l _I(“.‘_;‘%)z‘%]f (=~1

o5, STUDIUL FUNCTTILOR CU ATupopp;
) .{EIE'RJV'
: ATE]

utele tangentelor la curbi sunt eggle.
? _ 9] = 0, dar acestea vmﬁcg te
p Lagrange pe intervale e, b = [1
.mxual ficand o translagie f = o 1§ ""‘" 1+m)
g de (0.0):
15168 Punctele de extrem ale funetje; fe)m T fos
g =2, iar = = 0 este si punct unghiulag: .f"(z} !""', e>( Motz=(
salewzi in 0 51 2; 0 este punct de minim g (22~ g0)e~z (220) se
pa17B Fie f: R — R, f(z) = a(z 1) _ Ye- :;;%
2,

172, T3 abscisale
ctelor sale de extrem. 5 se determin,
e e ‘Zwtm

D=1y
BRI
]”‘ % oo 2

2.818B 8i se afle aria laterald a conuluj de ‘\’D.IBIBII: "
b A. Notam raza bazei conului ey z distanta de
/ R‘ 2, V =

i inseris in sfera de
12 centrul sferei 1a baga

comld cu h h= : W = n11{3+m (o),

[lz) = = 0 punctul de mexim este zj = g R,

|,_§ aria laterald § = 7oy, G = \J5E“+h’ QHL/— B B

2.819B Si se afle v alorile lui m pentru care functia flz) = (L
_E-h:'_']

sste monotond pe tot domeniul siu de definitje:

[(m—1)e"+n lr“'ll+r“‘-c {fm—1)e=—me== m—1jet=. ™
ey P < I e unde

(n=-1)e¥+2me*+m > 0 = m(e® +2e*4+1) > 6 decim > (n‘+l) [ este

menoton crescitoare pe R pentrum > 1 (diip o= 1

oo pE]  pgeEa]

{)5i monoton descresciitoare pe R. pentrum < 0, decim & (~ea, OlU[1, 4o,

2.820B Funetia / : R\ '}—'R J’{x} amtga: amg?:‘remmggma
geportiunit () = ﬁ: . f,_ Iy tﬁp =t deci f(z) =

med(Rh)

fle) =

T :
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e
1 z>-1 AT,
. .Ilh..m-i'&]f{ﬂ:{_ 1 eci [ os constent
9.§21B Punctele dé extrem ale functiei f(z) = |zje™*1)
s, £30 @+ D, e (~ang
=4 = pez<l, f@m=1 E+0 zeq
My HSE (1-z)e'%, 2 € (e
I3 = S
—-;-—+—+'+——5—7:_—_§T{—++— 2“]—1-‘_.‘_&__‘
% 0 RS 0 T 1 T

Dect f admite punctele de extrem ~1,0,1, i 0 51 1 f nu este derivabili

puncte unghiulare,
::HB K se determine punctele £ din teorema Rolle pentru f(z) = sins,

2 €[-1,37). () =cosc=0, deci puncrele ¢ sunt —%F, T, 55, 35 sy alig
seris c € {25,272 5} : 7 .
1mu’mwmﬁmm,nrp astfel ca funcgiel f ; [—1|].;__

P 4mr+n, z€[-10)

n-f{'}'{puun. ze0,1]

sunt: continuitate §i derivabilitate in 0 si f(~1) = f(1). f,(0)=
u-;;(ﬂ}-q,f,’[ﬂ}=m=!§(ﬂ]=¢,i&!'f(-1}= l-m+n=1=f{1}
p+i=p=-T .
2.824B 54 se determine parametrul real m astfel ca ecuagia 27 + 322 —ma+
5 = 0 s& aibk trei soluii reale distincte. Separim pe mn, L3238 = o
representiim grafic functia flz) = =X 7 2 0 5i-i alegem pe acei m
pentru care dreptele y = m tale in trei puncte graficul lui f. f'(z) =
uw. flz) <Opentuz<1(z#£0)g f{r) >0 pentru z > 1,
x = () asimptotd verticald f,(0) = —oo, fa(0) = +oo, punciul (1,9) este
punct de minim f{-o0) = f{+00) = +oo deci pentru m > 9 avem tri
solutii reale distincte.
2.825B Ce valori ia m pentru ca ecuatia 2° — 22 — 2+ m = 0 s aibd el
riidiicini reale distinete. f(z) =2~ 22—z +m, f'(z) = 32? — 2z —1=1
peatiu. = 1gi2 = —§; f-§) =m t 3y, /(1) =m - 1, f(~o0) = =%,
!(+m)=+wdadmbuiecnm+%>0§im— I <0, deci —f <m<l
(sirul lui Rolle (-, +,—,+)). -

sil 1 se poatd aplica teorema Rolls.

15 STUDIUL FUNCTILOR cu
ORUL DERIVATE)

Care sunt punctele ¢ dip ¢
p-0)f(¢) pentru funcgia f(z) = I+m“£hm.)
f(-2r) = [27 = (=27)}f'(c), dr = il r:;w
[ﬁ‘t%’r}ﬂ' AR = s
3827C Afiati A € R astfel incay 1
;b doutt solutii reale §i distinete, T‘:‘“ 2% T 3
tersectim cu drepteley = A, g—ing 2 o2 :n{:ff): graficul luj f(z)
lim ?_i—_f_.f- =92 lim E'lni_x_l_l_ e [nnﬂ}'hf(')-
R e R
flz)<0in (c.oc-:.fmeunmmmin!:e \6),

nntali y = 2, verticals nu are, exist g, Jl;(zlaﬁ,,'

faso = ~220). o < et w
Ty | 2 € Fo i
U R e
flz) | =1 1 s I ;

T q 2e
Se observii ¢ pentru 2 < A < 224l avem douk solutji
8C lim (‘—_rr + sre ) = lim S l=1iea
182 et Jﬂx" J (e —1] ‘Ji“éﬁ":ﬂ:“—'—]jm'h i L} 1.1‘
46 e (z—-1) =
I e ~ Mg =
n

= lim
§29C Si se calculeze S, = kT i1y — ples)
L g[f (1) -4 {1)] pentry £1(0,2) — R

fld = b, Evident S, = 7t piy g RS D
ok (;L—,,)l ) = (—1)* fimeer (se aratid prin inductie) dect f(m+1)(z) =

A+ 0 e~ g, F44900) = (i 4 11 - ],

f)= 1+ § = -3 deci S, = —§+ (s i o,

2830C Functia f(z) = |z|(2?~1) are trei puncte de extrem local 50k

i 22— w0 £z) = 3&:“-_1,“ i
=] 512 w0 )= | memiin =0 ;£ =3
= o ES

fi0)=—1, f(0) = 0, 0 find unghiular, f este paré (simetrie fatk de Oy).

2831€C Fie f : [a, b] — R o functie cu derivata continuf si injectivi pe [a, bl
Dacé se aplics teorema Lagrange lui f pe intervalul fa, 2], z € (a, b, valoares
lui ¢ care se obtine depinde de z i 0 notdm cu ¢fz) = ;. 54 se calculeze
E}nc{z} R. f{z) = fla) = (z — a)f'(cz), a < e < 7. Dar f' este continud
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i fiind injectiv, trecand I ..
il pmn-uz—-'&‘:""‘ai limisy
;dff"‘] i(?r"(myﬂg_ﬂ =0
T il Jr( }:z‘g(z}=]n{l+z).1}_1121&-{3]-——_2:__:"
mcmuﬁ':ﬂ: hI{ g < f. Evident h{i} =z-% < flz)sy
e R R
F'il?{‘% '=M¥’ jescregte, iar De (0,00), #(=) > 0, ¢ cregte, Prin urmag
Pt Jf)s' ok ardtim g > h ¢ $(z) = I0(L +2) - T+ &, 9(0) =y
:%{!1:}}29;‘—;(2_ 1) 2 0, ¥ creste, dec ¥(x) 2 0, prin urmare h < g < ¢
= " -

tah<g<f
msilimm £03(0) pentru f(2) = thz: = # 1. Avem flrlg)
sl (prin inducgie), V(0 = .
=} C Gasiti care din functille derivabile de mai jos Sa.LIﬁle.C egulitate,
Flesy) = (@) + 10 0) & b) 07 €) ]om ) 07 4 b ©) sing ) cogy
Bil ‘Ld cele gase functii din grilt observiim ci verificd b): flz 4+ y) =
ov;ﬁ y) = 6z +ay = /(2) + f(y). Se poate determina F‘}ﬂ(ﬂtin c?re verifiog
g : ¥+ ) — fly)
litates: J(040) = £(0)+(0) = f(0) = £(0) = 0, lim = —T—@- =

%ﬂﬂ"f{m deci f'(y) =fil)=a= fly) = air+ ¢ ete.
2.835C Fie f : [0,00) — R, derivabild astfel incit f(0) = 0. lim f(z) =0
si f'(z) 2 0, Va € [0,00); 58 se arate ci f este identic nuli, Dac ny 4
§ idatic mal, /(0) = 05t /() 0 =  cresitoare deci / () > 0; duci
existd 2g, unde f(zo) > 0, pentru a avea lim f(z) = 0 ar trebui ca inceping
cu un z; s fie descrescitoare, fals. .
9.886C Se considerd o functie continud f : R — R si o functie derivahily
2 1 [0, 00) — R astfel incdt (t) = f(z(t)) ~ 1, ¥t & [0, 00) 5i 1 = Jlim 2(t)
existil 5i este finitd, iar r]im 2/(t) = 0. 84 se calculeze f(1). Avem ‘I‘m:]‘ T'(t) =

—0 . =00
Gz.'l_]..;f(:(t))—I =I{t}—j-EID:(£”_ I=f{l}—1=0deci f({)=1.
2.837C Pentru ce valori ale parametrului real m, ecuatia sin 22+ 2sinx = m
are doull solutii reale in (0, 2r). Intersectim graficul lui f{z) = sin 22+2sinz

cuy =m; f'(z) =2cos2z+2cosz = deos’ t+2cosz—2 = 0 = cosa = -1,

cusa:=é, o) = 7 este punct de inflexiune, iar 7 = §, 23 = :'31 sunt puncte

de extrem cu f(F) = 45 f08) = =52 valorile extreme. Deci pentry
mE (—"-55._0) U(D}-a{g:] avem doudl rédacini; pentru m = 0 o singurk

ridiicind 7 = 7.

E.PBBC Funcgia f ¢ (0,00) = R este continui, strict cresciitoare st are

asimptota orizontald y = a. Functia g : (0,00) — R este continug, strict

16 STUDIUL FUNCTHLOR cy AJUTOR
UL DERIVATEY

rescitoare §i are asimptota grigy,
afic, © nu exi et oI inic&nd ;) rN]. Um
i{g} < ga(0). Analitic, folosim hiz) = .f(il;["_}_) > 0a(0) gi 0 rgg Me\:::
semn pe (0, °) PERLIU £y(0) > () of o ) EAT Bl e phirggpeq
0 < g4(0) (fa(D), ga(0) limitele J5 ; Schimbare de semn pentry
1.839C Sii se determine m asife] frogs 90'11;'1& 3
joud Tadacini reale. Proceddm ca iy 28310 Felhzimeg sk aibs
i) = —2Inz+a? euy = —msay fnlosj‘m‘l;‘ﬂhliﬂongg‘ !
By =0 ma = ol ded e o, S :
deci pentrul & avea doud rédAcin este nages 2 i) = )= f(-o0) = oo
3,840C Numdrul n al punctalor de extrem g m g SMtl<lme 50,
g fonctiei £ : R\ {=1,0} = R, ffz) = %ﬁ‘:ﬁ‘wﬂ!ﬂhﬁmm
) £ = Bl
0= 4 - e 110 = 3(h 4 iplpg S AREE
fle) = =2 B f"(2) = 6. amisg . &),
= T Py nf’({:}_am“uw
weale iar f7(z) = 0 are o singurd ridicing reali ({43 + g2
10?4120 +4 > 0) decin =0, m=1, Tty o
9,841C S& se determine multimea punctaior ™. s
shilelor m,m) pentru care ecuatia o — gz _:E rr:tg}f R (din planul vari.
Adicini reale distincte.
p fiz) = iz = 3z +ml +n? — T, f'{z) = 242
- =m?+n? =5, f(1) =mind_g p_o
deci conditia este f(—1) = mi4+nl_f >0, f(1)
s¢m?+n? <9 o coroani circulars in planul
1842C Fie f(z) =

419

Eraficn] :
flfz) = sz?f

iy Tl = 3]

)=, fl4o0) = 400

=ma+n’—9<nl deci

al=l 1 iabilelor mn.

D T F-lfid={gze Rz este abscisa unui

punct de extrern local al lui 1 B = f(4). ,f[:}:{ %, <
=+]

e 0
T# -1
>0
z = 0 este punct unghiular (f;(0) = -2, (0} = 0 §i panci de extrem
fl=2) = —e?, f10) = 1 deci réspunsul este B = (=€ 13,

2

2843C Fie f(x) = 75 a € R, A= {a &R, f(R) = [0,00)) 5i § =
Zn. Cét este 57 Evident Jim f(x) = oo, Conditia f(R) = [0,00) este

deci 2 = 2 este punct de extrem, iar

1] ; !
verificati dacéi & = a® —4 < 0 (conditie necesar pentr ca 2 4+ az-+1 >0).
Dar dack @ # £2, f(z) > 0, prin urmare o = =2, f{z) = =*1+’1 >0,
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40

M‘n" S=2_2=0.

2.6. Graﬁce de fu-nc;ii

ele M (zo, yp) in care functiile f(x) = i
: ' + f(0) =0, g(0) =
= 1), r€ Bm)mgr&ﬁc&letaugentg.f( ’_9()=[||
'fi(%g’]- lizfz’?o}}:l; d(eéi sunt tangente in (0,0) si tangente in (0,0 |,
prims bisectoare y = 7. (f'lz)=e*>0, g'(z) =— :
2.845A 54 se determine a,b € R astfel ca graficul functiei f(z) = g-:lr:-%i'b
o treack prin (2,8), far tangenta In = = 2 la grafic s& fie paraljs
S*]— b=4 f"( ) = _:z_ﬂ:{ﬂ_hz i
mdmpt&y:-*ﬁz—kl, J’(?):B—fzu.p — 4, fllz ey
0
—g=b=—dma=hb=F ‘
ig’sﬁ Fie f : ft,00) = R, flz) = Va? +2z — 3. Ecuaiia tangentei |,

grafionl i { iz =2 f(2) = V5, f(2) = e | Ay
ey o= hz—1) _
2.847A Aflati valoarea lui m € R stiind cil dreapta y = mz-+4 este tangenig
1a curba dath de y = 2¢° + 4z. Fie (z0,y0) punctul de tangen(a. Condijile
se seriu f(gg) = 625 +4 = m, gy = m30+ 4, Yo = 205+ 4z >y =
£o(628 + 4) + 4 = 23 + dag dect il +4=0gizg=—1iarm = 10.

2 848A 54 se determine abscisele punctelor de pe graficul functiei y =z 4
’iu:,s € [, 7] unde tangentele la grafic sunt paralele cu dreapta y = /3z,
D’;l+mz=\/§'m== Jg—i,ﬁzi’m(\/j_ 1)

2.849A Tangentala curba y = z°~2 in punciul A(1,0) are ecuatia y = z—;
Y1) =2z -y =1=m 5 =1, o = 0 ecuatia y — yo = m(z - )
deviney=z- 1.

2.850A Se consideri semicercul y = A= (z = 1)%, z € [~1,3] & punctele
de pe cerc de abscisd 1 —a, 1+ 4, unde tangentele la semicerc sunt paralele
cu prima bisectoare y =z respectiv eu a doua bisectoare y = —x. Se careq,
L"‘I’V.é:—i'm =41z (-1 =2 2=1+2 a= 2. Se poate rezolw
i cu geometrie analitics.

2.851A Pentru f: R\ {—%»Ba%], flz) = [&Hﬁlﬂl punciele & = &1 sunt
puncte unghiulare. Se vede usor pe grafic. Se face intéi graficul y = ﬁ‘ﬂ;‘
care fiind pard, f(~z) = f(z) este suficient sk facem numai pentru o > G!,
z# 4, flz)= 9 flm) = ;!'ﬁll'a?} > 0. f creste pe fiecare interval (0,1)

lmsﬂuwe punct

T

3 = ;
7, deci Beliatia

. oTUDIUL FUNCTHLOR ¢
45, ST ¥ ATUTORUL Dy g

421
=1 flz) = i
ool Jul0) = Ty @) = L, B oy g :
— i asimptotd ver 1.|’c(mh\ Jul) = +oc, fylly = 'Elmplatiormmnlﬁ'
i do mtoscete, 71(1) = =, (1) 24 G0 =0 40) = oo, 0 e
| ggbivlar 5 priv simetric i g = —1 : Odeci 2= | pye punct
Glsﬁgﬁ Fie f : R — R, flx} = { EJ_"J:rl T#El
5 D 't =1 B9 a\ {0} —_
glz) = €. Dreapta y = 1 aste agim
:l £ = 0 este asimplota verticalk pentry ;L:TB::L:““‘!"“ pentru f g
plip f(z) = Hm o(a) = & = o 0 S G pentry
. — @ = oo, TR orantali

o e TSR
i (=) = Himy e " o5 = B 25 =0, f'(a} <0 pentrg T<0, f'(2) >0
ﬁnﬂﬁ'u ¢ >0, deci = = 0 este punet de minim pentry f
y :‘U.oc.)-.R_Jr(]z. 1
1853A Pentru f : {0, M) =rlng p =L al,
nvexil. Intr-adevir, f'(z) = St de minim
4] este convexd. ar, 1}' L+Inz <0 pentry r < 1 (2 >0
patru @ > 1 f'(c) = 0 deci & = L este punct do minim. Dar ity ~ & 5 o
.iH'- f este convexa. =

2854A 1"1:[11.1'51 funetia flz) = rarctge, 4 = £52 ~ 1 st o e

BN HT) e o RS

blise. Jim —— = [lim atctgz = 2, Jim == = lim aretgr = I
T i e , 1: _ arctprp X L

’ Nr—x) = | c(arctprF—) = ot 2L TS =

i (@757 = lip, slercterry) = iy SR g Bt

1, deci y = =5 — 1 sunt simptote oblice la +o00 m;gcﬁv —oa. Lo

18554 Punctele de qlnﬂe)r_iune ale functief flz)= 1+ IE]E-:’ stifit = —
':\-'%2 filr) = 2we™™ = 20(1 4 2" = ~2% | i) = —Gate==" +
# = 0= 2=28 0"is schirabd semml o
_\{.1; si \/'_‘sf deci z = Jc\.,i sunt puncie de inflexiune,

1 202 _ )
e = 2z(22° — 3)e

1.856A Puncyia f(x) = § + arctgr are punct de inflexiune z = 1; f'{z) =
§+1——‘?' f'(z) = I‘—:'T, S0y =0 (f(z) >Nevr <Osi fla) <0, 2> 0),

|irez]

1857A Ecuatin “520 = m are trel radécini pentra 0 < m < %v Se poate
splica sirul hui Rolle san intersectdm graficul functiei y = 19;—;—'1, x> 0cu
p=m: luéim intdi y = 1‘15 i pentru ) < & < 1 construim simetricul
graficului fati de O oy = L—I]Ei = () pentrii 7 = £. Tabloul de valori
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3 o0

1 E ==t
0 SEHER
,f'{’:} 1= + 4 & _:l___t,i—_t_g——.l——ﬁ]—

Unzl — oy are trei riddcing,
T

1 atia
- < & ecual TR
Rcaﬂlt_i mdl"’“tr“}ni( { :riiu.b £ R pentru care functia f : (=o0,~1j
E.SSSASMG etﬂn' sHrasth gdmite &qimptoi.’i ohlicii y = # + 1 {la +og)
u(1,m0) — By f(z)= \-"ﬂ"‘E ) ¥ w21y b
= = Jim — TR ™

gar3=2atapuncldeex‘wrem.m"=ﬂrfm i Mo .'\i - Lins

o mitersb-syE=l - (:L:TVFIJ_}J + -z ) =
i U{W)"m} = ,.ﬂlm o Py Vet = Vai]
E s ol fﬂ"'!} =l

] I lim
Jm e e,

e VSTt Aos40 1 _ () pentru & = 2 dug
C e e
3

g—2(2+b)-1=0=h=3 i : =

. : = lutii pentra m € [=2, 1)

: d o4 @+ 2z = m are so 4 3 u

[idss?ANfgf;r) SN . Jomeniul de definitie (o0, —=2Ju{n, )

st i - i (] = o0, I =

fle) > 0 pentru £ > 0, fl=) <0, ":‘ 0, zl'-fpﬁuc-flj' 200 '151:‘;}‘{;5] =

]

i (V=B =) = i e

T r%";;, L, fix) > 0 pentru £ > ( iar pantra z < (avem = = —f, £ >,

JE= 411 =012 =12+ 1 imposibil, deci f'(z) <0 pentry

=—1; fi(z) = 1 + e =

B T -0 -2 ] oo
A I e e A
T o

Deci pentrt m € [-2, —1)U[0, 50) ecuatia are solutie (o singura solutie).
2.860A Ecuatia § + arctgz = m are solutii pentru orice m € R deoarece
fix) = § +arcigy are derivata f'(z) = %-F —=r > 0 deci f este crescitoars
strict de la —oa la +00 (f(—00) = —o0, f(+00) = 00) §i ¥ = m intersectensi
graficul lui f intr-un singur punct ¥m € R, Altfel: Im f = R = (—o0c, ).
2.861A 5i se determine parametrii reali a,b pentru care functia f : R

{1} —= R, f(z) = "f%{ are fangenta la grafic In « = 2, dreapta y =
-2 413 Ry=f@ =do+b=-4+13 =95 [x) = o&=tal

f(8)=-2=4a-4ath=bhdecib=-2a=1

UDIUL FUNCTIILOR cp
15 ST A-TUTDRBL D
Ekfmm

18625 Graficul funetiei f{s) = Mcmﬂ:s “ 423
) = e

”mmct ml\ﬂ&'g}

hE asimptotd orizontali, R, v= I
arogos L= 7

(-1) = . [ este pari d Sl =]
e ¥ v Coteminl/de das e SR RS T =
14 € R), fi(=) = ﬁ«."?f g %‘ f:{l"}' {GN;;TWWR_{-QS t‘s‘"
:)Dlﬁ(g}z—lfé(0]=2deciz:=gm x<ﬂ'ﬂ=}>0pemr-u
ys63A Functia f - R\ {~1,1} o R, flx) oo}
oine, = 05 £(2) = 585, i) iy S D
iz € (—1,0) 51 f"(2) > 0 pentry 4 ¢ ({h) d;;:{m:ﬂ. M=) <0
! =1 este :

=

mﬂ“iun;unltf- L punct de

4484 Functia J: - :0:3 '-'R.f{z!)=e*-.1n1

‘ 1.0) deoarece f'(z) = ¢ —1 -1—_}_; >0pe (0, 5a) (Extz_}%muﬁmpe
oparind y = ¢ en y = £L). =47 Seobservy grafi,

ge65A f: BN\ {0} = R, f(a2) = 221
e i contine pe 0, deoarece f(z) : @tmﬁ Pe orice interyy]
(-20,0) 51 Pe (0,00), deci §i pe arice mtﬁ:?ﬁl! & (_anm ; 5
15664 Functia /< R\ {1} = R, f(s) = 28] e gorngi 1 © Orce).
dn intervalele (00, 1), (1, oc) deoarece ==l eqs:-zt.ommﬁanmn
1867A Functia f :_1}5oc.;) - R, f(z) =:1_z_£_f:te “I# 1

(o0 1) = 2553, 2 g [ O e
L), f(x) > 0 §i J este strict creseitoare, = =% %2=1 deci pe
19684 Functia f: R\ {0} = R, flz)= z-c,_a;ﬂ 2,

; = descrescitoara

o =l=yEY
o intervalele (_"\' 2 ) 5 ('U.-’éfl) degarece f{a) zg"i‘ﬂ*x‘,ﬂ—I ;
)= 1_._"":‘! < 0 pe cele doud intervale, <y

1.569A Multimea valorilor functiei f(z) = !_:,‘1%:11 aila [ g
= il s it

72+ 3z + 1

= T v S | esmplok onsotal, f(s) = issh

fl-1)= f'(1) = 0. = = —1 este punct de minim, fl=1y=-1 2:=1.este
et de maxim, f(1) = 5, deci Imf care Etl!pl‘dnc}i&gcaﬁmiu; pe Oy este
sarvalul [~§, 5], Altfel, pentru Tl _ Si-p)+2(B+y) 1=y =0
by=(u+3)2 —4(1-1?) 2 0= ye [-48] '
1870A Fie f : [L.VE) — I, f(z) = B2, Glsitt pe I astfel incit f sa
fe mversabild, De fapt se cere imaginea lui [1,v/8) (mulfimea valorilor)
fictiei f. Deoarece f'(x) = =282 e intervalyl [1,\/E{futemitnm
Fle)> 0 pe [1, V), f(VE) = &, f(1) = 0deci =0, 1),
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a

4 iy
B e et 1 e i
“":Ahél. maximalk pe care f(z) =1+ 2 este convexii este (0, o)
deonrece 17(s) = & > 0 peatru £>0- By
2873 Asimptotele funciel 1(z) = Sifsunty=zlatoosiy=—gp
-==.;',-;..“Pﬂﬁﬁ;/g”“mﬂ@m(\/%n):

%—r’ Py =
L. S “"E'(x‘-i-l}(\,f?;ﬁﬂ)

W=+ 7] =5 . Sii se gliseascit toate perechils
m‘ﬂw mfﬂn R,[ h.naqﬁ'f{si tmﬁ prin punctul (1,1) iar valoares
it . 4= = =, 1) = (532 = R
s=0gi f(0)=1=1=a=4 b=232 deci (4,2) (4,-2).
2.878A Si s determine punciul zy §i ecuatia tangentei in 7o astfel incit
ginfcele funcillor f,g : (=1,+00) — R, f(z) = In{1+ =) g(z) =23 45
admit aceeasi tangentd in acelasi punct zo. f'(z) = iz, ¢'(2) = 2+,

-23+1,2=’+8¢=0=?=u=0'=u=-§i{—1.-03)1 F(0) = g'(0) =1,
;Eﬁ): §(0) = 0 deci y = 1 este tangenta comund in punctul comun (0,0},
2 876A 5k se determine m astfel incat graficele functiilor f(z) = 24 i]
glz) = 2% - %m + 3)z + m* s fie tangente. f'(2) = 22 - 4, ¢(z) =
4=+ 9, glz) = flz) = 2 —4 = 4z~ Am +3) deci z = m 41,
In = = m 4 1, pantele sunt egale 5i mai trebuie f(m + 1) = g(m +1) ;
(m+ 1P —4(m+1)+3=2m+1)* —2(m +3)(m + 1) + m? = m = -9,
2.877A Cite asimptote are functia f(z) = Erorer—en! ¥ =
Jlim_f(#) = 1 ssimptotd orizontald iar 2,9 = +1, z3 = 3 sunt asimptote
verticale, deci patru asimptote. 4 : 58
2.878A Determinai A = {a € R} graficul funciei f(z) = =2 are asimp-

tote oblice 8 verticale}. R. Asimptota oblick y = mz -+, m = fiz)

=0=

lim ===
oo 3

. . Tisle
o, n= E}i‘gm(j{::) -mz) = '_‘H‘LH = 1. Avem asimptote verticale
dack a <0, A= (~00,0).
2.MA-_&mmlxulndpunmae inflexiune ale functiei f : (—w,7),
f(s)=sinz+}sin3z. R f'(z)=cosz+cos3z, f"(z) = — sinz—3sindx =

sinz(12sin’z ~ 10) = 0 = sinz = 0, sinz = *ﬁ, deei 7 = 0, 223 =

W STUDIUL FUNCTIILOR CU Ax
i RUL DERIVATEY

sarcsin %‘ Ty5 = kmw q:&rﬁinﬁ‘dui“ha "
A Punctul xg : 1 este pentry .

gl Pt wghivas /(n)w o, Sl S B ) o

i) =1 @ € (1,0) 8 nu existy )= e ),

i 70 = 1 este punct unghiular, =1Ll = 3, 40) e =y
.‘._331,1 §i se determine o f'lmc;k: de forma 5 v
j grafic in punctul de abscisd » — 1 g 5:3.“'
¥mﬁcuj el sil admitd dreptels ¥=3gzo
112 =mE, ¥ = lim f(z) =m=§ 5oy =1 o saimpyote. R Fie
jeLior £/(z) = (T £1(e) = M Sa=-} 1 verticall. implicg
[ J{T) =
2889 Fie f : (=00, ~1) U1, o0) — B e SO0 =

Jaky = —x+ 1 este aslimptutﬁ oblick spra — wobe R
ey =Mz + 1 este asimptotd oblicg,m.a e A= m4n,
: r— ke \/&._1\'-
lim j—) = lim ﬂr—_i__‘_"'_l_{}:_%j'_'.l!_)-
e0i T Tt z =a-b=—y
3

= Jim a-+1)z+ (a4 1 =i ¥ _

e (( b+ (@ DTt < ) (1/3.;-—;:4.:) .
I.“’U:rl{?.lx = [CH—I:] lim _‘E‘—I

] ﬁi@:w J

E.f.l-zlz'.-u: Lb=2m= lim £(—I~—=$+h ﬁ{l‘Fi"l",ll']
: I = =3,
\ oy i =1 5
n'-_,.l-ljgljlm[:fiz) =~ 31" &, zh‘f}wg( z+1 _=) =zﬂﬂi -—'gl -
0 ‘*‘z

=g* —1

2 lim —
) (i e

N

18838 Sa se determine a,b € R astfel ca grafioul M 1(z) if*
=

j = —1 deci mitn=3-1=9

tieee prin M{1,1) si in = = 1 are panta tangentei % 1=f{l)=
sb=2 f'(s) = TR f() = = =ha=-1b=3
1884B Tangenta la graficul lui f(z) = =2 z 40ine=— taie & dous
oard graficul in P, Se cere panta tangentei in P l..m R ‘f(_z] =.§'
3 | Y L
fi=2) = i"—;,‘——@im;_z = -1 dreaptay -3 = ~Bizy2),y= 1-B10
tersectiim cu graficul lui f, 2943 = —To—~ 1842 4341027 987 112 =),
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al . ‘

“§m=—%= =32
e — zlnz. Dacd M = {zo € (0,00} dreapty
b i< ifﬁt)ruw p:in A(zl 1)}! s cere S = . R,

oEM
e i e = 1, (o) = /(1) =1 41a12
3 ﬂnm z‘;r‘:“i{ﬂ. 1), Cealaltd dreapti tangentd este y - -
biiren "1 “:;:i avern evident 1+ (1 + Inzo}(zo — 2) = zolnzg dagi
[i+1m3(=1  Tsind samnul functiel g(z) = 2inz+1 -, observiim
W’PG};;IJS‘" é)ﬁ g(‘i}-_-mmf‘_g < 0 deci zg € (3,4), lar S =g (“i>5].
e R fl = R\ {0}~ Roolz) =411
2.886B Fie f - I &_'# 0 pentru care graficele celor doud functii admit
§i A mlgimes acelo w‘ un punct comun. Se cere A. R. Conditiile s seriy
mmmi g i 3 a
e o1t Loeanar’ ez’ —art+1=0 2070 —qr?

,‘3.?::1 ﬂ}'_'[iga it.ﬁe o solutie §i rezultd ¥ = 1. Prin verificari
Bt T fcare iwa din grild resultd si @ = —F, T = —% Altfel
—(ar* - ar?~ ar 1) 42000 —azt-1=0= 0= z # 0 5i ilocuim
ina(2st - )~ 1=0; replth 628 —dz =2, 1 = Lz=—ja=-%
3 £ 400,50, ) bm{xﬁ].ﬁ;ﬁ :mla un singur g:.-lm_-.t ile inflexiune:

y i) et _ == 0] goatin — o -0t 40024 o g
) = o i = = e
are numai o radicink reals positivi (2 — ”“{f e T1r =0
{I:’-',}:.III'ZI'E 5 /28, deci numai 23 = 1 este reald gi pozitivi
2,888B Fie M multimes perechlor (o, b) € R? pentru care dreapta y = 224
4§ este asimptoti oblich 18 graficul Jui f : D — R, f(z) = ava® + ba. Se care

alz]y/1 +

L,

EE

d z : E = a, =+co
5= E;;H};m:!gﬁ%):rﬂo = ’—{_u‘ o
{a )M b ;

o e _a
n:&m;ﬂ(ff:}—m):x'hﬂna{v'a:2+b=;x}—axll.mxl?.m =3 ‘
= i = e = i e 2

n—uiiﬂan_n{ T +M+=J—’L@w e  lim

oo _ _1_-|"V'l + % +1) =

-%b. Rezultia=2,b=351a=-2b=13 deci Z (a+b) =6.
{o.b)EM

2.889B Fiesirul de functii f; : R\{=1,0},n > 1, f,.(z) = (234 l?:f’_'_'_"r:zﬂ—ﬂ

s fla) = Jim fufz). Acunei f admite toste cele trei tipuri de asimp-
m.akf(z}={@‘-‘% 240, < 1

Vildz -z, =] >1

(deoarece lim r™ =
n=—ac

- 5T IL NCTIILGR ! ]
25 STUDIUL FUNCT CU A TUTG

» o “li—‘:&(m;‘i:-.-.ﬂ'ﬂ lﬁn I+1

s ety

427
o0; |z} =1

g, lzl<l

bt y = & este asimptotd or
i’ml” 2 P ortzontald s 4o

va*r+Tz4+l—z
=S

m=lm

n——03 ; il el
a=lm (Vo' +z+14a)= fin 241 ' d
g Thmamy @ﬁ:h' == L R
— 9z — & este asimptota oblick Iy = Y& rale T daci
¥ T =0 ente Sk
asimptory Verficals

48008 Functia [ : R\ {0} - R, fle)= | 12 229
1

s m=q e dong,
joxtremz = S siz=—L pentrug > f(z) =‘¢t f?ﬂ W Sy
¢= L este punct de extrem; dack ¢ <0 notiy g )= 21 4Ing) deet

C i~t(-1—Int), deci t= o gt i il
i[;zﬂB Pentru funciia g(z) = [42% _ te i ; ;
wghiulat, 72 = — 5, Z3 = § sunt puncte de maim

e I e
-{I+1){2?-— ]]1‘ :;_1 Y !'(z‘j;' '3{&9_‘_]..
-1, f(a) = -3(4r" 1), 2 < -1, m existiing = 1

Tabloul de valori:

ffz -+ 1)(22 - 12 =

5

Altfel, mai ugor, putem construi graficul m“iﬂi‘f‘; Sl i Vel

jsn simetricul graficului fafi de Oz acolo unde f(z) i< ju, pe jz_ tie
: : s 0, z=0
8028 Multimea valorilor functiei = i e
2.8 ult : tiet f(x) {25. i m{n,g.l,;ﬂ,m
0= = 0), lim == = 1 (¥ = ¥ 1), ffe) =t (ISeR}ic — sis
punct de maxim cu fle)=ed, y=1 asimptotd origontall, deci fmaginea
fanctiel f este [0, e+]
21,8988 Asimptotele oblice ale curbeiy = i"'i]“(l‘f"lﬂ}: T “I.f ME
T—kos g

by g 20D Loy (o) B
i+=-111ﬂ:-‘=c P ok rll-Er‘m 1) .2) ==E£q—-.=——{l,
deci avem o singuri asimptotd §i la +00 5ila <00, y= %
2804B 84 se arate ci f > g dach f(z) = £ = chs, glz) = 14+ 5,
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o, 2 gom
&mm=1+§+v+'ﬁr+---+ﬁ.§m+.._

o
Desvoltarea io -!":’fzg. Altfel, notim h(z) = J(#)—g(=z), ho) =q
deci evident chr 2 1+ y;'(s 5 _130,¢{°]=nd”f3*°estcﬁmwm,
W)= ﬁ!-!':{:}b s p(z) > 0 pentru £ > 0 deci h descreste pentp,
w(z) < 0 pentt ih20
rﬁﬂdmm’>n‘|dnmmj(:}= o+ :'u z # 0 este coneayg

2=l deci [ < 0 pe [-2,0),

fla)=22-5 !.(:)-,+5=2.ﬂi, Kla strictia Functiei f{
g)m2r=2n care res ctiei =
mﬂ-:ﬁ““ﬂﬁfﬁ, determine inversa ei. y = f(:? =
JETI-% inversabild

= +230,=2—3 deci f este injectivy
Jrrme={ A, sacos< e
i,m-ﬂwmjmuﬂﬁyi 1

—2=z=-1
tu!mf-lt:]-;l-—‘;" et alefunctie £ 0,21, /() =2 + sindg,
1+ 5= r(:]:%—‘.mr)ﬂpenmzelﬂ.ﬁ]qiﬂ;E[STw'zﬁ]'
ﬁ%mw flz)= é'u;+Ea:’5 admite asimptotd ?Eliii_% s
‘ {50 1/
2. Clnnwtulorihhﬂa'qiﬁ?2=m=rl{glnf'c,— a-/ﬂ}__l;::uL\;ﬂi;L:
{adecia=8 -i=n'=’§gt,(f(=}-mr)-zkg;?}(\ #5 + Bz — 9n) =

2 lim ( et ¢ i =) - it_htgm ﬁ’[:’+£=’:r’+{f{=’+'§*’)r’ + TR
_éﬂmig=—2.Rmhinﬂ3-ﬁiﬁ=‘2‘ ]
2 8098 S se afle valorile Jui m € R pentru care graficul huj fiz) =
leilie” intersecteazd axa 01 Conditia me® — (m-+1)e™ =0 inseampi
o = mel 5 0, m e (—o0,~1)U(0,c0) sau altfel n = & = €2 — 15
” —lci<hli<t=2me (—oo,—-1)U(0
—len<0,0<ndeci=1< 5 <0, (<2 JH (0, 00).
2,900B Functia f(r) = 2+ =, # > 0 are 2 asimptote: = = 0 asimptois
Inz : . s
2 e H e = r asimptotd oblici la +o0, my =
mm;m(a 3) wy p ; my
3 ol
._]jﬂolgl= !"'.]i."&k-”": 1,m ==%(f(:) -z) = lim —— = 0. Deoarece
f[:)t%}ﬂnnnﬁmﬁmed&dn: 2 -m=0.
2.901B Fie f,9: D — R doud functii derivabile 5i A = {0, 0 € D, f{a) =
gla)l, B={a,ae D, fla)=gla)} 5 C = AN B. Atunci A inseamni ci
Jf coincide cu g in o, B inseamnd cf in @ tangentele la grafic sunt paralele,

iar C inseamnhi cll f si g au tangentd comund in a.
2.902B f{z) = ﬁ% are numai asimptote oblice: f este pard, v7Z 41 20,

2
— ', deci inversy

=3
==

s STUDIVL FUNCTIILOR Gy 4 oy
"L DERIVp 7y

flz) = o deci mu avem ae

: (14 HM
“ﬁn"‘:ﬂﬂ‘ﬁ“ﬁm | |{1 13”, =£Ln= iy (g im""“"@-.
P FElyAay (1}4'-:).
e o

. = + K 9
srlf‘fw (N e ) - mm;:.g‘

29088 Asimptotele Ewlﬁiﬂui functiei f(g) ~ Alis
3 T =
ek Jim (7'} = g D) g e
L .& J{t} -

im (}-#(1+1) = limhitsg _

T plodo
ir= —1 este asimptotd verticall, jar Y=
1904B Asimpotele functiei f . R\ {‘J‘1} <k

i P i A T .f T =
amptotd verticald y = xl@m @) =1 i =) Rod—ﬂ unt r g
29058 Functia [ : (—oo, =3)u 0, 00), fle) =1
joth oblicl, una verticali §i una origontajy, i ?"Jg adnite ¢ asimp.

L/ = (e <) ge

,,E_’Em!fsh 1+&’(&."l) s

B

r=—J este asimptotd verticald:

i #(s - ) 14 lim il 3
bt lim ————— = 1+ lim —SE 00
Ve tl R+l 25 U=~ este
amptotd orizontald; m = lim L(i)_z litn l1-z-z = \
Tt Tl T =2 n=

——os

;h@m(f[x)+2:t]= 1 :vxlim z

(1‘@=1+h :
T+4+3 T ‘-13

| feiy=—2z+ § este asimptots oblics ,

2,906B Pe graficul functiei f(z) = %‘ 2 > 0 84 se determine uy Ao
incare tangenta sa fie paraleld cu dreapta ce tregg prin M(1, 1‘; :N‘ [2‘;}3

ok h§ )
= =-p @) =-h=d e

-
deci punctul A este A (V’E, “'—?)

f, Panta dreptei este m =

N 2, zef
0,21 = R, = 3

$007C Fie [ : [0,2) — B, f(z) {n:r—l. :Eﬁzzll‘ﬁlmdfm

inectivi & @ > 2. f este injectiv dack a > 0§ f(z) > 1 pentruz > 1,

imfor—1) =a—121deci a2 2. Dack f([0,2) = (0,2} este necesar ca
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S CAP.
_1=9 a=12gicondifine>p
Moo gd) =2 1=4 - =
>0, glz)=0s -1 :
i este R—R f(z) = 2arctgs + arcsin {35,

2.008C Shse caluleae 1/ T2 0 L0 o g 1 < 2

RS ctgr < FH-T = F =
Se stie o —f < &CH6F i .kmf{f)zﬁ;!"'ii*f'l_{:;’;"

o : 14 toate valorile- it
dwmr%’"‘:;“ f(,)sndu“ﬂ)laiuuemstﬂmzzjj,
1 3

fe) = e daeB B < S g e f(2) = 7 = f(-1) ar
il mmﬁm;ﬁawwﬁz ) '(2) = iz > Ope
pentru x > 1 este tob ¢ ia valorle (=7, ). Dar f este continud decj
(=1, 1) deci este cresciitoar®

e PR

avem J(2) 2 0, Ve > 07 In [14) pee. m}ﬂ(ﬂ ;mtjtzi _3(’-11“'; L;*fl ](n. 10},
= c = x® — aT z) = — =0,
i -nrﬁ? l _t:;zzznl{ﬂﬁ) <0 pemt.!ru ¢ > 1,deci = = 1 este punct
E‘(:zl:im :::uu olz) gi‘ gll}j=1-a2 72 — awx). Din aceasts rezulti ci
8
v (—o0;0] LU [1,00)
gi;ifcusieiu:g:jﬁiejg {ri € R, J are cel pujin nn punct dii‘ inflexiune}
S {6l e Rl S alm et O, o(z) = D aro o
putin o riddcini si isi schimbi 5i semnnl dach m € (—o0,—§) U [U‘.m}‘ Se
ohservi grafic ¢ dreaptay = ex§iy = € sunt tangentein = = ¢, deci y = az
uiﬁmﬁaﬁwy:e‘iﬂdmipm@admﬁs< a<oo=e<—bm<oo
saum < -3 Evideutgiy:u'ma'mazﬁpey = ¢% dacd a < 0, deci
—6rm < 0, m >0. e _ p
2,911C Pentru fiecare n € N, n > 1 considerdm functia f: (0,3) = R,
flz) = sin®z. Exisid un punct 2q € (0,5) astfel incét f este convexi
pe (0,z,) si concav pe (2n,7) 58 se calculeze lim zn si lim f(z),

R. f"(z) = nein®2zi(n - 1) — nsin’s] = 0 = sinz = ‘uh —Lg =

. e VTS b Sl
arcsin lw_%deundanli_{l;at,‘=“h_i:é°armm 1—;:&1'::‘51nrll£y;°hf'1—;

T I 1
= st = §, J S = s sn= i (1 ) = =
2.912C Punctele de inflexiune ale funciei f(z) = (1 + z)e "
_femel mst oy [ Het2)et o<l g
R.f{::)—{ (142)e!2 z>1 if{z) = ieme", z>1 ()=
Lz+3)ef, z<l . A
a=1le®s @o1 deci punctul de inflexiune este =z = —3.

2.913C Fie f(z) = min{ln|z|,z + 1), z € R\ {0}. S& se afle intervalele

-

TUDIUL FUNCTIILOR CU Ajypop
UL DERIvy;
TR

ale pe care functia este convexg.

| St 1, mE—1%

He)=1 Infz), —1 <T,r £ if"(:]r.{ 0 zecq
gaists i, 7 = —1 §1 =0, deci este copyapen ™. L <BmEs0 1)
1014C Afati C‘E_a 'mu.i MicA constanti (\:;lpfntm ‘_5; =1
o [ﬂ,cc). R.U]: a,ca“ud graficele ﬁmctnlm- !(z} =1]:‘E:‘ ]n{l 1‘0‘} < A4 t,
» 0, observim ci y = £ este asimp +f}"(ﬂ"==+h2,

deci

alolit cu graficul lui ¢ (dreapta y s cm}l:ate pentry f,
convexd (fifz) =
unde reg) 5{23}_

: =z+]
27 > 0) £(0) = In2 = 4(0), H{I; : I}?l)ff{:
hﬂﬂ'}'&léﬂﬂﬁﬂnz;

Abfel: determinm extremele funetiei () <
i f(8) =0, f'(H) =~z <0, f descreste !
Jim 1) +E i st 80P (1) = In3, X = 1ng,
PRSP HE e L :
ik { 0,7 z=0 %05 € R valomren luf 5 iy
" =l
prervalul [(Ekr +38) , (2kn+ 3}*1]

i care are Joc formula
wiLagrange. Fiel = ! Bentry

L Mo Lag’“&mmi;(!kw-% 2724
T e, WO, & o G . .
[t + ¥) - (2 + ) (mHgﬂ [?Iam-}_&_g]m
k-3 ) en+E T . N ..,ki
oflen) = et * S 2 e =2 i e
1016C Fie f : R\ {-1,0} = R, flz) = ?%ﬂl‘ Se cere | Wi pe
ae [ este convexi. R. f(z) = & — ko fifa) = i(“s*' )
P32k - ) = el g (et ut, ﬁ‘,‘r »

3 5
431

340 y F
5.&% > 0 pentru z > —3, 2 20, dedi 2 € (~4, 00\ {0},
1017C 54 se determine punctele de inflexiune ale functiel f{z} a r{mn.ﬂ

= | sl

f_5t-3—e” +5e)dt. R. Sestiecd f(z) = f’y(t}di"y continug = f!(z) =
frl dect f/(r) = 3nz+a?—5r—3—e*+5e e300 filzy=2422-5=
9‘_";5—’151, punctele de inflexiune sunt 2y =1, 29 = 5.

2918C S& se determine numérul n, al asimptotelor s graficul lui f i m
wmarnl solugiilor ecuatiei f(z) = 0, dacd f{z) = h{éi’ﬁigfﬁ). Ridicinile
souatiei In (e — 46 + 3) = 0: e —de* +3=1 F—d+2=0 (1 =),
=02+ v2, 1 = In(2 + VI), 22 = In(2 - v}, decim = 2. Asimptota
rizontald la —oo: . '.j:llm flo)= :Er_nwln(ei” —4e"+3) =n3, deci y =l
Din ecuagia e — 4de® + 3 = 0 (*)120 = 1;3 rezulti asimptotele verticale
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oz +Inf1 - de= 4 3e=) =%

. R U:’} 25) = lim lim ln{l-ie L) =0,
5 moﬁ“ﬁ‘hi—m Prinurmare n =4 sim =2,

"'"“A‘:wmm fla) = =7 mptota verticald z -

VT Eri=0= gyl t4e= -2 2 o verifick, nut avem asimy

=0, lim fz)

toth verticald. im flo) = B it 4
Lﬂ:% = 1, deci y =051 y = —1 sunt asimptage

dr—-4 =
: 1) = ,g:. ire douit extreme locale dacé §i numai dack g > 1.
2.920C ol e = ﬂ&'_‘:'){f‘l,- utilizim metoda grafici separag
=
(2) @ y=ocuy= ;_: gl rezultd pe grafic c§ ecilatia

g:‘;iﬁ'umdﬂﬁ’m"i dacé i numai dacd a > 1.

2.7. Primitive

2.921A Flz)= jﬁ- = [k alta= [0+ 182)d82) = g+ B2ag
2,922 Flz) = f—r d{hzﬂ}—'m—«
3._ij=fm =—cag§+c_
3mfﬁ_§ﬁ“/mw-lne +v1+e=) +C.

2088 [Vt e [l +1)- VT Lo + 1) =

Hi[;ﬁ:;l‘h_!ﬂq&ﬂ] +0= LTI - LT F IR+,

2.926A Deoarece (Infz+ T+ 22’ = ?--, rezult.éf iu(z + vt

T

jm{=+»/ﬂ?')d(h{z+»/1+=a})_ 1nx+\/13+1\'-- c.
.ﬂ?Ar)D:-/W f‘/_ ,_..1+I [

dr=

iz)2
’l:

| S (i \’“f*)-*

STUDIUL FUNCTIILOR CU A i
15. Wmﬂﬁ
= 2ln(y/T + xfl—'—:r)+C

yosh [ B:lg e f s ‘i{"“@“gtwe:}‘w
9029A F(x) = fsm .1—‘—40039::‘.[? @“"

tgr) 1
f 2—-—-—-—} ‘( (tgjbw ar::th +C
i{“ﬂﬁl:

¥ dx
30304 F(7) = [ {nrcsin.r)z\a’l ~ 17 =f :jt ="“_—'—+C

2041A Deoarece > (0,

x? 1

1+{1

zmﬁtwﬂw[\/t" gy jr’?&ﬂﬁ,)l jﬁ%

i 9}"
{ \H-—HJ
=-3 +CO=Tan+C.

_ [ 2=
2933A]|1Tr]f 1+ .UF]Z = 2arctgy/z + C.
fsm T 4 cop’z
- TR

..... dr P \de
1934:"1[ T — 5 d::_-_—[_ .+f dz
sin® r cos sin® z T, =
_T.gr—cr_ui+( - o e E!';

] o
j"T/“ o e, g < 1) d(m }= Fg%l—’hé.

,___.

31 d{e‘} d(-i
! = £7%)
| 2933)\[\. ST .-"e_x!"_ j —
.-_111|E‘I+\.r€2" I—a.rr.-;me—T+C{z>|}}
MBTA F(z) = In VAT 2 este o prinitii  funcel f(z) = £ dack

o= devarece F'(z) = mﬁ o
2.088A O primitiva a funcfiei f(z) = { ;:1' :ig este F{x) =

Fla) = {e‘g(r}:-l)+0

4+ O tnde: 0y

3 =€ =15 ludm

[e’{x—l,‘l—g—l :
{I‘t=ﬂ.
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434
? x {1 =’ s)aing);

'nnsgu—f;“?';idx( e(—o)=f 2 2lene) o

= In[sinz] — B % 4 k = tusin(-z) + =55 22 4. G(C =k—}))

&
2.940A fmxmm ifsm z(sinz)/dz = —sm o4O,

In:d{lnz}s__]: d’l——lr_li]___lhl
“““[ %j iz 2d 1-iz - gill-

m’x)+c--1n_11?-+c (e (el e)= 1<z <1)

2.942A z € (—1,0}, f;-.—%dz f(“ﬁ-&;)ir:]n;;ga,c_
unﬁ:rd:: disinz)

2.048A F(z) = S e D arctgsinz + C, F1)-

F(-1) = 2aretg(sin1).

19444&/:%"0‘1:[ ’}'d.r—-z:e-?f T!T—Jg_hc+

26 40,

2.945A I(z) = [ reinzdr = [z{— coste)dr = —zeos+sinz + C, J(x}=
zeoszdr = | z(sinz)de = zsinz +cosi + Cy; I(0) = 0 =€, J(n) =

L=1+0y, Hx) + Pl)=r+1

TR O RV
2.946A fm --f (:.H]!H.\?Jz (a 3 T xz 1+ G

2.947A flz) = |r—1| este contmui i admite o infinitate de primitive
pe Ri

Loosty
2943&/.::;; T wds = f’m conzfdn =~ T o
Sepa it ) “"IJJT - '
2.949A F(z) = V,_sz: f\/l—:.' aWioZ = Arestng -
VI C=Flz) Pl =T C=4 FI@) =5 + ¥4
2,95I1.15.P|an'ar1.:_r(m)={:3I +E,2:+1' ::g| F =[f(r]dr=*
A ] Fs) = B +f+z, £ <0 |
e+ 0 vEig)= S e |
FO)=C=1+0),
2x—1, =<1 b2 -z 40 25
2.95 % = = '
1A fz) B el are primitiva F'(z) { 54 Ol
deunde F(1)=C'=

+Cu. Condifin F(d) =8 =% + -1 ‘

45 STUDIUL TUNCTILOR CU AJUTORDE 1 TS
ERIVATE 435

1
]ﬁmmmfa‘sinzdml = 5" (sinz—cos 2} mgup{,}:f,g.mm=
[,,ﬂg[s.u cosmlde = 5ct(sns ~cona) - fonia,
1 =
Bos — ) + 57 o8z 4
959 F(z) = [ o made = 2 [Yingay - L [
R f sf = gletna f‘xidﬂ =
[_551-111_‘_'] &
nﬁﬂ s fa,-gf,g:.d'c = f(r] arctgzdy = rarctpr— f-——_
1442
1, w4+ 1)+C
i
ﬁbkf (p—1)edz=—(z— 1)e=}} & f:e"dzz-ts“"+e"‘ :.

SR F(z) = f‘”""‘ +1)d0 = @) ite f ) = Lieage 4 -
:’-13+1d4" P
,-—-—'T-_

cos 3)de =

= Zarctgr—

i 2
ji B+ ',I [J 1n:+l)h_'+"zf'(!+1}]+c—-{x_
1 v/ L-I—J-—+C
ley=+ T3 2
= = Exx = d{g—vzl .
20674 Fi(z) = .[Erd'i'e {l+g“'*" T 1+ (=) = —arctge "4
e d1 dle*
e Pe) = [ 150 = [ 15 (o = wet 2
awseh Flz) = [ Friss =4 %%,id{xaw—i[i_,m'ﬂl 531-114]
WE+1 - 3T F1+C F)=}-2 0= 0,6=4 0=F(2) =
dgr“+1) L
M.Emfe, .[—“1+e‘-' -—-—In[1+g Y+ 0= F[:}—-—-m
22, 1<0
2060A flz) = max{z, 2"} =4 =, 0<o<] nu este continui deci nu
i
240, z<0
wte derivabild, admite primitive, Flz) = ¢ &40, 0z <1 L F(0) =
+0y 1<z

f=6, P(1) = § + €1 = § + C deci d) gi f} sunt false. RAmine &), f nu
sie monotona. ;. .

: \ bl S 1 PR 2
19618 Functia f(z) = { pliRE - este continug daci m = 2m?,



s ] CAPITOLUL 2. ANALIZA H%
doct m = 0 gau m = | atunci admite primitive.

2.083B Primitiva F(z) a lui f(z) = xe™ care verificA condigia F("'ll“
e Fle) = [ re-%de = e+ [ e = ) 4.0,y
0 = C deci Fiz) = —c~*(z + 1) i lim F(z)=0.

> :+§)+i
nousn [ 0 ‘fmd 7+3) = pliet ey

2 l = =K. i . i
"*%J’!"“"?ﬁ (x+3) FO=0-§- %+ F) = 4 5
2.964B Flicind derivatele functiilor din enunt se observil i primitivy e
J(z) = B este Fx) = Jarctg(z") + grarcig(z™) + C. memh
culath gi direct observiind chi:

gho=l Lgael (Sl gl 4 2™ i, ke 2
T+a% ([I+zm)(l+2™) T+ 21 5 o) —
o o 5 ) B i i )| PO A St ;
@O il ] %
£in=1 +!n-l P pin—1
[t [ et [ e
17 dz* 1 a1 e
"E/(a'_)’+L1'+$ (s e i el

Sy 4z
2.965B F(z) [ﬁ*_"/m = Sarcsin Vi .0,
2.066B Functia 1° = — max{1,2?} are proprietaten lui Darboux §iane
primitive, celalalte functii2® ¢ — [z]—2; 3° £ — sgnz, ° £ — (1+2%)sgns
5% x — [cosz|, 6% = — {sinz} nu su proprietatea lui Darboux g ny “;
primitivk .

o (Q+ah)-a, 1y
198?3/(“;;-);=!f (R “‘““tgr‘/’("2r1+z=}') de=
e e e o R A
"“‘”'[2(16:1)3);[1”2]* S tC
& dz dz 1.0
2.968B 2 5 i Lo TR
f:—-l]’{.z—i}’ /(1—2]3 f{:q)!‘ z— 2w
Cecrnmt

“mmmqmoncuw o

o [~ [t~ [ SRR e

mhfiu'zl_'mlzv = I,
4410C ) fiz) o

ar

TE 0,1 e
i Dbou i adnitepraie [, ) -j'((l[':'] U(‘-!B:

I ete surjectivy,

.#.w {z}-
m’GFﬂB‘-"iﬂ f{z) = {

zcos%. z#0

sind, £z
e, r=( P Primitive pentry g =, iy

| i va a lni f(z) este de forma Pz} = 22 ¢ge1

yoed +2° (— &) (~sin 1) —26'(2) = gind, ~36(2) +C. (F(z)) =

deourece G'(z) = zcosd,

flz) este derivabili in origine si F'(0) = £(0) nurmaj pentrua =0
2073C Fie f(z) = { % :i?'q iol®) = {"“' zeo ) I}
e continud, are primitive, g nu are proprietates Juj Dtrbu;fd(}ui.m

W‘ il ‘.v‘,_ 43
| riCan = fo e Vidr =2 fo VE(-e V) dr = ol Vi
+[ £V =-2vRe -2 B e V(g 1)~1}; lima, =2,
M475C Dach F este o primitiv a lui f §i F(z)f(z) = 2, vz € R, F{ﬁ}-1
i) =z, [ Fle)Pde= 2B _ 2 e
stunci Flz) F'(z) ' () (I}dz__"j_“"f"‘ium(ﬂ]-lnc,
Plaj=22+ 1, Flz) = V=" +1.
= SRRl - 1 1
“’“f”’; fz(zﬂ}{:*z) ﬁf[zi_“ﬂ-n‘mldr-
%”E—Eﬁdhx*ﬁ dz = glinz ~ 2z +1) + Wiz + 2] + € =

2(2+2) +C (= € (0,00)).

-

L Y
| A0 Bif2) = /nm % fom (efde= ] +
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438
+5nf ot e = b+ Bl (0) = S0 () = Jra6) = 3201 g
SR e
2mcF{zJ— f(z}’mtsf i = ZATCHEY/T ~ f T+ (yar dva)=

zaretgy/T — /T + arctayz + C-
2.978C O primitivé a functiel f(z) =

terminkm astfel: punem ig§ = &, dz =
oz =, g gmmdeﬂniti.f'f’] .[5 dcosx

F__ pe intervalul [0, 2x] ¢ 4.
57 sl decapag,

fl-!-gtz

WCCEI—

arctg :!tg;} TE [ﬂ L
2y [F ==t lmr@ =201
34 14 (8897 §nrc:g{313i +C-‘, zel W2"l s<e 2
lim F(z) = -m[ o) +C =3 Tig=L=kdeio primitivi st
§s.rctg(315;]. e [ﬂ,wJ
Flr}=4 & T=

Zarctg (3e3) + &, (w27

2.6 Integrale definite

3
W e 2 = 10 A 2 e
2-“‘““=f?7:r=—m-flﬁf5§'-m‘5v’5' =3E- =%
¥
z.ssu.1=j:!(ctg’:+ctg‘=+cts“:+ctg‘r}d= ! (etg?z+ ctg®z)(1
T

cigiz)ds = — L %(m.g’-_» + otg’z)d(ctgz) = — (E;" s _’,)

£
4

2.8982A Functia f(z) = sin s+ cos'z = (sin’ z +cos® 2)? — 2sin? r cosl 7 =

1 — 82 _ 3iemds g perinada I (cosar are perioada :—"] si Pfﬂpﬂ
dr

ehm!(z}_f‘:ng}dﬁu!=.{; sintx + costx [ 3+ms¢z

fﬁ-:— ,cuschimbﬁ.riissucuaetwdz:tsllg5 = u obiinem

1 u [*
= 8. —zarctg—= =2v2nm
; 3+mat f o ‘/Emtgﬁ‘" 2v/2n. (Altid

16 INTEGRALE DEFINITE
430

=4 1=8 f 8
s [ S NP
1.9834 Aria cuprinsi intre "‘aﬁcﬂe hmmlor f(z}

l__l 1]@&32[ (1- f:l'L'-mZ[a:—_;] 5
b

1
gﬂ&&.l\ﬁ-‘—'jr Tz = ﬂe’—e_'*)|nd_-,__e+___2
5A Divizand segmentul [0, 1} in n pirti o
'l_’sr: 3 pentru functia f(z) = mibgﬁﬂm

PRy
el s glz) =1,z &

12

de divizgiuni & g 12

,‘i'ﬁ_"}pz:n 1+r_1'n_.[ VIS Ties %m‘:‘——-;(ﬁﬁ-l}.
oidr L T (23
2‘”&“[ Pl 3h 1+[:3)2‘“= "m@r”\ =-amng1_E
gsBTAf a1+ Acddr = = f‘[1+313}l(1+31“}d:— _"v',—+3""'ls
—,—%{\‘{F—“?Jﬁ%— . .

& 1

1 e —a >
0.088A [ = ({\f {7edT = fu;",-:sdr = (arcsinz + T= 22 ]llgz -1,
2080A | = L V1 xldr =0, f(z) = VT2 este impar

» ORE o T k
A Analogcu 2.985A, 1 = lim =
i 8 & T - JL%,.EW
3 L _du= \I+-."' =v2-1.
h ¥1+a®

W ; 3 1 ¥
2001A ] = !{ {4 P = Zel 4 ;:'}d'_-r:j; cl.gjm(l-fctg I}drz_f r.'LgJ:r-

/3 g z

t.t;,e"’___l A% s 1
detgz) = ——— 1| riGUR Sl 5k
a1 e ; x 3
= N = Yok Jigs— i,
R i 2 5 Y4 JL“LEI 2 f s “hy
1 relx 1 3 1{.: +l) }+l
= — == = = 1 grj Wit it
2909A1 = | ST “fL=+) (2241) = 0
B !

-ﬁlnz =

o
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w “w
- o2
== | (B4 247N ds = { +")’"’" Dacs ( -u)
mj,f?-—.-r’ /( ) ( L= = [ ”M f z—3 3!-0”
= g"*} ‘5"' .—E(I
i( 1 Frait | Vo 1 B r (-LE;I"_E”_._ _u] i’ (T{l_q:)[ "‘5(”1]-0
I’L g'aln:d‘.l=f,“mxln_L e cosrdr = ¢ {mn;p__m:m‘ Ly 1 2 , am =]
Lla’ﬂn:#ﬁ1=%[l-@-ednl-—umli- ws;mcslmlm derivata lui F(z) 1
Nothm
1 =1y . =1 ﬂnpmﬂm‘i“l“l 1+1g’| atunel F(z) = Gy G
2.906A | -f — = f: o e - e o |8 - 2 gz - ©) iar F(z) =
Ly 22-2c+ I3 |g{u¢l5=] 37 f.g{a.rcl‘_g; “;h,
oD | K
— =1 = = - = .
gorctg(~1) 4 :.iﬂﬁ“‘f_z'* 1jdz Lu :)aﬁ‘l;[,_n&, (bi")l:*
j ! Jax
zw?a!,j qu.ZE f =:—:3 Lx-l.'l f :;%]dh } I)2=5.
(1+m) de = —2l2 +2In(z + )% H*'““”“ 3E =125 (2 Ildfs_ﬂ—l
§1n3 - 41n5. | 21006AT= . 216 =8 :], :-4 3 : =+4
ol - [feFlz) P — g+ I ey ‘ g
2.008A Dacil f(z) = {;&% atunci /; flz)dz = ) -ﬁﬁ‘: [ Infz—-4)+3 n(z + = lnm-;- ]ng_ihlg
1 1
_.?.ﬂ-‘j-f—-(—ni, 11007A Pe intervalul T = [a,b] < [0,2x], Hmfhmﬂﬂip:
mb_—_lm_- 0.
3 ]chﬁ-h :Ilm
2.999A Daci A= fms’sda:uiB f sin® mda atunci A= / L = e L2 Sy
L g aln?x' 5 = j’l—ms__h.dr_a : bszF 1 i umAS:-[‘ = R 5 3‘ -.33=5
23 0 2 2 2 4 |y §4 Lol — 41, 12_‘_21_1 -2,
9 5 =
A= B (Altfch: A+B= f.;,»_*,q == fwﬁ 2z = SB2E =0). 1100941 A:“HH“’ ja Afzi1 B=
3 1 2z+1 1
[ 1= + dr =
SIDUOA.‘iuf e e 8 X in(a2 +'|}r = IH/E_ ’L stz tl (z4 )24 (2
y r:l+l? 2y =?+9 2 9 9 9 T \Iﬁ
5 1 ,(;-lu.(:”+:r—~!]-i- -—-a.rctg‘—{=+—)‘ ST IS e
2.1001)\[ lz-h{fﬁzi[f’(]—:r}dr—i—[l(I—l}d-:]: ' va :.ﬁ 12 o,
-3 = ! | 210104 lim '_if T'EME:HH}}EE=E ((f WI‘) =tgg)‘
=2[(z-%)| +("—r.)|3}=13. e -yt S
2 ST 210114 f I 4 f(w)e N dr = f (;eﬂ*’)‘dh,-,rml‘, i,
0

2.1002A Dack [nsm:H.-cos.s-- i jokr = Ui atunei {—acos +bsinr— ‘]E

b LlﬂliAf cos’ zdx—f(l—sin‘::}{sinx)’ﬂma (m:-ﬁ%)Lzu;
=0decia+b=3.




k JALIZA
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lick teorema Lagrange primisive F(z) a lui f(x) = F(m) — proy .
{n —0)F(€) = nf(€) = woos’ € =0, deci £ = 5. : '
2,1012A Pentru I = [a,b] € [0, 27, lﬂ“ﬂf-dr 7 (C08 G — cogmb) —

wy, ®<l e :
2.1014A Pentru functis flz) = { ﬁ’., r>1 valoucen integrald

o

3
2l
) 18

1

210154 I = f oi¥ldy ([z] - partea intreag s Iui 2) se poate scrie |
I= f 0"&:4-/ E"d:c+f 2°dz+j{ Yr =5+ +1+2_}§
2.1016A [ = f glind)o fs‘m{lnxj i) =
: 1 T 1

—gosl +1. 5 1
hl(;+1) s'/ In{z 4+ 1)dr =

= zln(z+1)j5— J[L—z-'.—l);d z = In2— [z~ In(z + D]l =2In2 -1,

— cos(in ) =
" I

21017A I = lim } —
sy

21018A [ = f{tgx+tgz+fgsf4’tgz)dx f‘tgiﬂzﬁﬂ(tgr dr =

- [z we
_( T )!
WHL Plately
R A = ﬁf
: :
(VT 1+ In(z 4 VaT+ )[0 —+h125ecxfe[ﬁ }

3
=i+§—3.

Inn Inn e an ey e
zmzuaa,_f T = f e
(—c—‘ +a.rcl:ge")|n = g™ L"“"+Ja.u:$ge“ In 41 —arctgl = ~;+amtg§t_ |
1-§:lima, =1-F

2.1021B § = f{=+1 Hdﬁf (z41)e Nz = Ef (z+1)(=e~=)dzs
—/ (r+1)(e”) dz = —zf{:+2):“|u+—zc’ = —e{l42)e"
€ J1 € 1

e)=d{e=1).

2+ —(2{:—
€
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Az §m52$dx_ F1- ng
Mlﬂmf_f( 1+oosz Jy Zeos§ d“‘f?'-:%ij:_g_g,finnldm__

]-Qf _cm;d:-;_z(m—am}]é-l 2(‘5-—1)-3-—17,

410288 I = f' smzxdz__“*;% =0 g f Qzdy
@rdatfis 1t i
f%f ata 2 l 3VI-V8) dect 14g = (v7- )

1 5 "I 1
”n“ﬁﬁ«hm Zn+k lim Z...]l = d:
S u1+=

B=lim ;"r_‘l;;: = lim 1.1 zj =
In3; .,...mé F n—.m:é:]n IR A =arctgr]l = 2

i il et i o ' 8
:,1IJIBBI=}; “‘-"UWJ"—'L {1~sm‘:]d[sinm}|-f (1-sin® z)d(sin ) =

iy g 3N (® g
”‘,_“_'T) - (s'mrr—s“! z) - (1_1)_ (_H_}_) 4
3 Jho 3 5 3 ;=5
BBf_fA...—.wdzu_lfAl 1 4
2102 = Mreas 2k {’11“1(1_'_:1) dr =

"illii—‘ﬂ_ﬁdzild—:ﬂﬂ:*[liia f “_1‘]

=M+ =

(m '

1y}# ;[ A 1
1+ =_1 i u
"[1+A7 \ 2)!;1] 3]:1+A=+21n(1+441) 1114]'.
A zinz 1
e
}mefl {14222
-~ s N S k 1
21027B b = Hm \/jaf Jrds =
k=1 1R o

210288 Notim y = f(z) dem z=gly) o= f(g} 6 = f(b), a = gla),
a0y 1= [ 125+ [ oty = astal= [ apeyee [ oy =

8
bf(b) —afla) — fn alyldy + j; gly)dy = bf —aa.

p3 d.t 3 d:
519998 I(e) = } 'r—ul+l X j; ita-=z =In(l + a—z)}f -

-h{u—2}+lnu-'n dncin‘)S Rmﬂts.whﬂﬂu] In3.
210308 Notim cu r“lr‘ [ pnmm\'i a hui f(t), G'(t) = f(t) g fie Flz) =
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[ 19 = cise)) - Gley Fle) = G0 - ¥(z) = S(b(z) ),
z.ma:njw ?dxn--f vi-=(1~ =;¢r~_,,l_ jiﬂtl

2.1032B F(z) = f —-—numun;pentruth -0 ~tSl.05;=

-1 <1, dmdomﬂuldoduﬁmgie;lm F este (—1,00)
2.1033B Abscisele punctelor de extrem ale functiei f(z) = z%e= ()=

(2% +2s)) sunt £ = 0, = ~2deci § = wefdr = z'e" 0, —g [0
_n %=
4% = 2re® - 7%y =2~ 1072 ;

§  sinzde coszdr h H
J.lﬂ&lﬂl=/ﬂ sinz +cosz' ].{1 sinz+ tosx i """‘[0 dr
Ly §sinzr—cosr, j‘.‘ {sinx + cosx)’ e |
e b sinr+cosz  Jo sinz+cosx
=lnlunr+wu]|'}=ﬂducil J=3.

B Dack 2 0k, 5 -0 atunct aris cuprinss i
2,10858 Dacil [,(z) = 0,z=0 p! intre graficel;

Inad fﬂ_lf;} i fu(x) care evident se intersecteazd in x = 0 gi x = | et
s —j (x™* — 2" Inzdz ({z - 1)Inz >0, ¥z € (0,1)) deci § =

o En_ti-l L ‘1_ 1 1
(n+2 nrl) T \mreE fo (n+12" ngap

dmn.mcel zlhz=0
1 1
=I.——-=_ L
rm 2=>a &

21‘”&3[‘ ln: f_r;ii

_E

2.1087B S = /nli*-"ﬂ ——f (x—a+2)de- / z-4+1)dr=
-5~ 4:+3mz] +F- -u+31nz] =-2(§-12+3Inz] + -8+
32+ (% - m+ams],,+31u

= P, g e A dinz) [ dohe) |
MBI e L G~ e

& =hhbe ~Inhne* =lahe — lnlne = lne—In1=1

: 2 1 2 9 2
g d::f dr —_— = —
m(Il"';i) OI +./; 1+:a3rh 2

nlnln <

2
2.10393/ +
v
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, tmcigr] =} +2(werg2—3),

B Aria mirginitd de curba y = h.p =
: x=¥' notdm F(x) o |;|!‘i.mil.I\ri.]lmI f[:] {F{‘;:i“i:t{_t-‘d,m: =
©oa 5

f(z) < 0 pentru z €
srce (§.%), s - f!tt}d:~ [ sizjae +
[*;{:;dz 2(F(35) - (% )}+F(¥}~F(i)-3h{a+2m-m.
f#smin(:—l__ dr }
2| [ &'l+z') Ef, wdzs
= =¥ n
I R
11042C Deoarece [ - [0,1] —-Reateunn:inuipetnummm
] deci existil M > 0 astfel incit |f(z)| < M pe [0,1]. U I=z)- #‘d:i

M ! M
=g -
=]0 :

pf fas= e =
e
= In[1+hl.r)

11041C Vezi 2.1030: I =

-[«s G
i
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=0,
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1
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7 dz
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2z £
00 Fle) = | ot (o # 01 Flos) = [ 2

"pmemtz —t, u = —t, dt = -du:pf‘[_,;}=_f.u?+um Y=
~F{z), F impari. i %

11045C (= lim Zé‘sin n§=f'aintzdz=— ez _L(-l-1)=12

H0K0 3 = .{ Tlne f:’d?:*)

v e e |
%JD&?CETEmR_L{I a— bz)*dr m%lf
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% 2 ' 2 I3
a2 by E g
(lifm a =}, b=0),

a1 - .
2.1048C Dacii g{z) = I F{t)dt, f continud atunci g'(z) = 'r(x"'l}“'f{:);
potém F(t) o primitivé a Iu f, FY{t) = f{t) deci g(z) = Fz+1) - Py
J(s)= Pla+ 1)~ F(2) = fe +1) - [(2) :
2.1049C Daci f are derivaté continull pe [, b] deci ['(2) este mirginitt e
g : ¢ sintzy!
[, 3] atunci mf flz) costrdz se obfine astfel: i flz) ( : )

:—%j:}‘{z}sintxdzgi deoarece | flz)sintzl® | < 1F(B)~f(a))

i)tz

jar ‘ff’{i]sinlzdk[ < M repultd ci limita este 0.

2.1050C Deoarece f * He)iz = fﬂ fl=2)dz (notdm —7 = t, dr = _4

[_: Sfl=z)dz = _L"f(t)m]mfuhﬁfn = j: af(z)dz, If = f‘:’aﬁ‘i}ﬁ.

Ka+9) = [ lafe)+ of(-olds = [ e =720, 1 = 2% (g
integreaza pe [a, b] egalitatea data).

1 1
2.1051C I{a) =[ﬂ E’Tbﬁm:/‘: dfz4tffa) — =

{r+tgal+{y/ 1-1g

1
= 1 =+L 5 1 141ga t
;?1-tgiamug:7L—L§n L Yy [an:tg 1-tg'a el \;31_1:&’,]
v v 1
2.1082C | = j[ emtHna gy - /; ' zdz =
1

AT e r
e L -ﬂ{‘ -t)-;::be

v
[ ﬂmj{nuz}’dgz

Mg =2, m=h2

2m
. E 3
2.1053C Fie f(z) = fo M eintdt g F(t) o primitive a lui e gnt,
2
Atunci F'(f) = ¢*"sint iar /n #sintdt = F(22%) - F(0) = f{a),
fa) = P(22%) 4z = M=V gin2s? . 4r: deci Iin"l]ﬁ;—l = lim Gz) =
= & =

5 sin 252 . in 223
et ETHE

T—{) 4d 2= 38
2.1054C Vezi 10208,
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' 4y

1055C Fie { : [L,00] = R, f(z) = g1z _ [ ¢
= ) = Oz~ [T St i 4= g,

otk prsmitivi & lul & cu P(e), dect Pyt g P&,
Fit) = 6(2), C'lz) = F'(z%) 22 = & gp 3 ¢ fl i
ﬁ._le‘.=3(3—el’} §i f are un =0 .Eff;(z}zg._c_p(r}z
o :\/'1_3 2 % Punet de maim in ¢ = v/in7 do unde
g /v n mw}-ﬂﬂzlsiﬂmh:‘fﬂlzqm.

1
muc;=fo I e =-%j:[(1-f’}-ll’ A= s -

B2+ 3
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