Admitere * Universitatea Politehnica din Bucuresti 2006
Disciplina: Algebra si Elemente de Analiza Matematica
Varianta F

1. Cate solutii distincte are ecuatia z = 22, 2 € C ? (8 pct.)
a) O infinitate; b) 5; ¢) 3; d) 6; e) 1; f) 4.

Solutie. Determindm numirul de solutii distincte ale ecuatiei Z = 22,z € C. Din Z = 22, obtinem
|z] = 22| = |2]2. Cum |z| = |z|, avem |z| = |2]?, de unde |z|(1 — |z]) = 0. Deci |z| = 0 sau |z| = 1,
de unde z = 0 sau |z| = 1. Examindm al doilea caz. Tinand cont ci 2z = [z|?> = 1, deci z = %,
ecuatia se rescrie echivalent 22 = 1, deci z este una dintre cele trei radicini complexe ale unitatii. Avem
B=1le(z-1)F*+2+1)=0s2z€{1, %“/g} In final, solutiile ecuatiei sunt in numir de patru,
z € {0,1, 71213y,

1 x
2. S se calculeze lim —/ £2.e7" . sintdt. (8 pct.)
0

r—)OLL‘4
1 1 inl
a)O;b)OO;C)Z;d)l;e)g;f)Su[e1 .

Solutie. Se cere si se calculeze lin%)% fOI 2¢=*" sindt. Se observi ca limita este de tipul 0/0, deci aplicam
z—

z 2 —t2 . 22 . .
regula lui L'Hospital si obtinem imw = im% = ialciino%e_””2 = i -1-1= i.
3. Sa se calculeze aria marginita de dreptele x = 0, z = 1, axa Oz si de graficul functiei f: R — R,
x
z) = ———. (8 pct.
f(#) = 57 (8 pet.)

a)2In2;b) 1;¢)1;d)In2;e) T ;f) 1In2.

1 1
1 2 1 1
Solutie. Aria este egald cu / %dz = 7/ 2 = In(2? + 1)|1 =—In2.
0 22 +1 2 J, 22+1 2 07 2

4. Cate solutii in Z x Z are ecuatia x* — 23y — 8y* = 0? (6 pct.)
a) Nici una; b) Una; ¢) Doud; d) Patru; e) Trei; f) O infinitate.
Solutie. Determinam cate solutii ale ecuatiei. Daca y = 0, atunci « = 0 si deci x = y = 0 este solutie in
7 X 7 a ecuatiei. Daca y # 0, atunci ecuatia este echivalenta cu (%)4 — (%)3 —8=0. Notand t = % € Q,
obtinem ¢t —#3—8 = 0. Se observi cd t = 2 este solutie a ecuatiei, care se rescrie (t—2)(t3+t2+2t+4) = 0.
Cum t3 +t? + 2t + 4 = 0 nu are radscini rationale, rezultd ca t = 2 este unica solutie. Deci % =2, de
unde x = 2y. Se observa ca (0,0) satisface aceasta relatie, deci {(2n,n)|n € Z} este multimea solutiilor in
Z x Z ale ecuatiei date. Prin urmare ecuatia are o infinitate de solutii.

5. Sa se calculeze f’ (2) pentru functia f : (0,00) — R, f(x) = 2% — 2% — 2%, (6 pct.)
a)4;b) —4;¢) 4In2;d) 4(1 +1n2);e) 2In2; f) 0.
Solutie. Avem (z%) = (e*") = (e**) = ¢*IZ(zInx) = 2%(1 + Inz) si deci f'(z) = 2°(1 + Inx) —
27In2 — 2z. Prin urmare f/(2) =4(1+1n2) —4In2—-4=0.

6. Se cer cea mai mica si cea mai mare valoare pentru functia f : [0, 3] = R, f (z) = 2% — 22 — 5. (6 pct.)
a) =5,—2;b) —6,—-2;¢) 1, 3; d) —6, 3;¢) 0, 3; {) —5, 3.

Solutie. Functia este polinomiala de gradul doi, deci graficul acesteia este un arc de parabola, care contine
varful (=2, 22) = (1,—6) si care are drept capete punctele (0, £(0)) = (0,—5) si (3, f(3)) = (3,-2).

“a ) da
Deci cea mai mica valoare a functiei este —6, iar cea mai mare valoare este —2. Altd solutie. Avem
f'(x) =22 — 2 =2(x — 1), iar tabelul de variatie este

x 0 1 3
ffl)y | -2 — 0 + 4
() | =5 \y, -6 A~ =2

deci cea mai mica valoare a functiei este —6 si cea mai mare valoare este —2.
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7. Se cere domeniul maxim de definitie al functiei f: D = R, f (z) = In (1 + 3z).(4 pct.)

10.

11.

12.

13.

a) (— %’ oo) ;i b) (0, 0) 5 ¢) (3, 00) ;d) (=3, 00) ;e) (1, ) ; f) (e, 0) .

Solutie. Conditia de existenta a functiei este 1 + 3z > 0 < = > —z. Domeniul maxim de definitie al
functiei este (—%,+00).

Cate matrice de forma X = ( § Z > verifica relatia X2 = I,; z,y € R? (4 pct.)
a)4;b) 3;c¢)2;d) 5; e) 1; f) O infinitate.

Solutie. Relatia din ipoteza se rescrie

2 2 22 +y? =1
o)) =Gov) ()= (a t) e
Yy x Yy 0 1 2zy 5ty 0 2y =0,
=0,

[t

deci z = 0 sau y = 0. Daca z = 0, atunci y?> = 1, de unde y = :I:l Dacia y = 0, atunci 22 = 1, de
unde z = £1. Prin urmare matricele cautate sunt ( (1) (1) ), ( _01 > ( O (1) ( ), deci

patru matrice verifica relatia din enunt,.

Fie a > 0, b > 0 astfel incat \/54—\/5: Vva+b. Atunci (4 pct.)
a)ab=1;b)a=0,b=0;c)a>1;d)a=0saub=0;e)a<b;f)a?+b>=1.

Solutie. Din v/a 4+ vb = Va + b, rezulta (v/a + vb)? = (Va + b)?, adicd a + b + 2v/ab = a + b, de unde
ab=10. Deci a =0saub=0.

3
Ecuatia tangentei la graficul functiei f : R — R, f (z) = % — 322 4+ 52 + 2 in punctul de inflexiune este

(4 pct.)
a)y=4e—9;b)y=—4dx;c)y=4c+13;d)y=—-4dx+1l;e)y=—-1;f)y= -4z +13.
Solutie. Avem f'(x) = 22 — 6x + 5 si f”(x) = 2z — 6. Din f”(x) = 0, obtinem x = 3 si punctul de

inflexiune (3, f(3)), adica (3, —1). Tangenta la grafic in punctul (3,—-1) este y + 1 = f'(3)(z — 3). Cum
f'(3) = —4, tangenta are ecuatia y + 1 = —4(x — 3), adicd y = —4x + 11.

Sa se calculeze 2 +y dacd 2% — 3y =0, 3* — 2y =0 cu x,y € R. (4 pct.)

1 5 7 11
— . <. . . Sf)
a)6,b)6,c)6,d)6,e)6,)

Solutie. Din cele doua relatii rezulta, respectlv Yy = 3 §1 y = 2. Deci % = % & 2t — getl o
(3)" =1=(2)° de unde z = —1. Atunci y = § si deci 2? +y= (—1)2 +z=1

Sa se determine abscisele punctelor de extrem local ale functiei f : R — R, f (z) = 2* — 423. (4 pct.)
a)0,2,—-2:b)0;¢)0i13;d)2;e)3;1)2 —2.
Solutie. Avem f/(x) = 423 — 1222 = 42%(x — 3). Tabelul de variatie al functiei f este:

x —00 0 3 400
flleg) | —c0 — 0 — 0 + 4o
fl@) | 400 Ny 0 N\ 27 N 40

de unde se observa ci functia admite un singur punct de extrem local (minim), de abscisd x = 3.

Sa se rezolve ecuatia 3°+1 = 9v=. (4 pct.)
a) 4; b) 0si 1;¢) 1;d) 0; e) -1; f) Nu are solutii.

Solutie. Rezolviim ecuatia 3°T! = 9V, Conditia de existentd a radicalului este z > 0. Ecuatia se rescrie
I =32VP 41 =2z2-2/c+1=0& (Vz—1)2=0,

deci /z =1, adicd = = 1.
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< .. To+x3  T1+T3 | T1+ T2 . ..
14. Sa se calculeze valoarea expresiei £ = + + ,unde x1, X2, x3 sunt solutiile ecuatiei

I T2 I3
23 — 622+ +2=0. (4 pct.)
a) 1; b) —=3; ¢) —6;d) —1;€) 3; f) 0.

T1+x9+23=06

Solutie. Scriem relatiile lui Viete: 122 + 173 + xox3 = 1 . Obtinem
T1X9T3 = —2
To+ T T+ T+ 6—x 6—x 6—x
g o= 3, %1 3, %1 2 _ L 2 . 3 _
Z1 T2 x3 X1 T2 T3
1 1 1
:6(++) _gog. RISTNTS TN g g
T T2 T3 T1T2T3

15. S& se determine m € R dacd sistemul 2z + my = 0, 3z + 2y = 0 admite numai solutia nuld. (4 pct.)

4 4
%;b)m:f;c)m;«ég;d)m#O;e)m:—Z;f)m:?).

a) m= 3

Solutie. Sistemul are numai solutia nuld daca

4
m ‘7&0@4—3m5£0¢>m7§3.

16. S& se rezolve inecuatia v —r —2 — v/ +5 < 3. (4 pct.)
a) [=6, =5] ; b) (=6, =2) ; ¢) ¥ € (o0, —2] ;d) (=5, —=2) ;e) x € (o0, —6] ; f) x € (=6, —2] .

Solutie. Conditia de existenta a radicalului de ordin par este

—r—-2>0& 1< 2. (1)
u=+/—2-2>0 : N w4t=3 . . . "
Notand { ve Y715 , obtinem relatiile w—v<3 Din prima relatie rezulta u = v/3 — v3,

deci inlocuind in inegalitate, obtinem v/3 —v3® —v < 3 & /3 — 13 < v + 3. Distingem doud cazuri:
i) dacd v + 3 < 0, obtinem 0 < v/3 —v? < v + 3 < 0 contradictie, deci ecuatia nu are solutii; ii) daca
v+ 3 > 0 atunci

v>-3&Vr+5>-3& x> 32 (2)

Ridicand la patrat ambii membri ai inegalitatii v/3 — v3 < v 4 3, obtinem
3—vP <’ +6v+9e v+ +60+6>0e (v+1)(v2+6) >0 v+1>0.
Aceasta inegalitate se rescrie
Vr+5>-1er+5>-1or>—6 (3)
Din relatiile (1), (2) si (3), obtinem = € (—6, —2].

17. Numerele z, 2z + 3,  + 2 sunt termenii unei progresii aritmetice, in ordinea scrisa. Sa se determine ratia
progresiei. (4 pct.)

a)3;b)2;¢c)x+3;d) —1;e)1;f)—

Solutie. Conditia ca numerele sa fie termenii unei progresii aritmetice, in ordinea scrisa, este: x+(x+2) =
22z +3) e 22+ 2=42+6 & 2z = —4 & x = —2, deci termenii devin —2, —1, 0, iar ratia este 1.

18. Se cere limita ILm (x/x +Vx — ﬁ) (4 pct.)
1
a)1;b) 55 c) oo; d) 2; e) 0; f) Nu exista.

Solutie. Rationalizand, obtinem

lim( x—l—\/%—\/%)—hm \/M_ff lim ( vz =
T—00 T—00 £U+ + :c—>oof 14+ L
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